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Introduction

Chers étudiants,

Cette introduction a la Résistance Des Matériaux (RDM, dont une partie importante est aussi
appellée Théorie des Poutres, objet principal de ce cours) est fortement inspirée du cours
dispensé par Jean-Frangois Schmitt a I'ENSEM. Toutefois, le point de vue adopté n’est pas
le méme. On se place ici en tant qu'“utilisateur” de la théorie : par conséquent, vous ne
trouverez aucune démonstration compléte des résultats présentés. En revanche, nous essaie-
rons de souligner les méthodes permettant d’aboutir a ces principaux résultats, ainsi que
les réflexes de résolution de RDM que vous devrez acquérir. La présentation de ce cours a
quelque peu changé par rapport a sa troisiéme version. En particulier, les énoncés des TD
ainsi que des éléments de correction ont été corrigés/ajoutés, grace a la participation active
de mon colléegue Théophile Guillon.

II se peut que des coquilles subsistent; vous pouvez (devez?) m’avertir des éventuelles
erreurs de saisie (ou de calcul) que vous auriez décelées. De maniere générale, n'hésitez pas
a me faire part de vos remarques; celles-ci ne peuvent, a priori, qu’améliorer la qualité du
cours....

Vincent Magnenet
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1.2

CHAPITRE I. GEOMETRIE ET STATIQUE DES POUTRES

Généralités

Schématiquement, la Résistance des Matériaux est la discipline qui étudie le dimensionne-
ment des structures. Nous nous limitons ici a la Théorie des Poutres, qui consiste en1’étude de
solides ayant une géométrie particuliere. Grosso modo, nous allons simplifier les équations
de l'élasticité connues en 3D au cas de structures ayant une dimension plus grande devant
les deux autres. Cette simplification permet une résolution compléte (mais approchée) de
problemes de mécanique : les efforts et les déplacements au sein de la structure pourront a
priori étre déterminés.

Définition et caractérisation géométrique d’une poutre

Entrons dans le vif du sujet en énongant la :

DEFINITION 1.2.1: Une poutre est un solide engendré par une surface plane ¥. (éventuelle-
ment variable) lorsque le centre de gravité G de X décrit un arc de courbe G1G, le plan de =

restant toujours orthogonal a cet arc. La dimension longitudinale (suivant G1Gy) doit étre
grande par rapport aux autres. |

A Tintérieur d’une poutre, on appelle fibre moyenne ou ligne moyenne 'arc de courbe
G/l(?z, et section droite la section X. On introduit également le diameétre d une section droite
D :1il s’agit de la distance séparant les deux points de X les plus éloignés. Il est couttimier
de noter G un point courant de la poutre, repéré par son abscisse curviligne s. Notons que,
par définition de s, la poutre doit étre orientée vers les s croissants (voir figure 1.1). Plusieurs
types de poutres peuvent étre distingués :

— les poutres droites, pour lesquelles la fibre moyenne est rectiligne,

— les poutres planes, pour lesquelles la fibre moyenne est contenue dans un plan,

— les poutres gauches, pour lesquelles la fibre moyenne est quelconque,

— les poutres a section variables, si la section X~ varie avec s,

— les anneaux, pour lesquelles la fibres moyenne est une courbe fermée.

On peut également envisager un ensemble de plusieurs poutres liées entre elles, on parle
alors de structure.

fibre moyenne

F1c. I.1: Représentation schématique d’une poutre
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1.3. HYPOTHESES DE LA THEORIE DES POUTRES

La résolution des équations de 1’élasticité nécessite 1'énoncé de plusieurs hypotheses, que
nous allons présenter.

Hypotheses de la théorie des poutres

On adoptera dans ce cours 5 hypotheses :

0 Conformément a la définition 1.2.1, le diametre D devra étre “faible” devant la longueur L

et le rayon de courbure R de la fibre moyenne!.

0 Si la section droite L est non constante, ses variations (de forme, de taille) en fonction de

I'abscisse curviligne s de G appartenant a G1G; sont “lentes”.

0 On se place dans le cadre des petites perturbations. Cette hypothese permet :

— d’identifier la configuration déformée a la configuration de référence et donc de formuler
aisément les équations régissant I’équilibre d"une structure,

— de linéariser toutes les quantités et toutes les équations par rapport aux grandeurs de
perturbation.

0 Hypothese de Saint-Venant : tous les efforts qui interviennent dans la théorie des poutres

peuvent étre schématisés par leur torseur résultant (cette notion est présentée dans la suite).

0 Hypothese de Navier-Bernoulli? : les sections droites = restent planes et normales a la

fibre moyenne déformée.

Quand bien méme ces hypotheses n’apparaitront pas toutes explicitement dans la suite,
il estimportant de les garder a I’esprit afin de bien cerner le domaine de validité de la théorie
des poutres. Avant de présenter la méthode permettant d’écrire les équations d’équilibre,
nous allons introduire un objet mathématique caractérisant I’action sur une structure.

Notion de torseur d’effort

Pour bien comprendre la notion de torseur, considérons une vis autopercante® que nous
aimerions visser dans un support relativement tendre (du bois par exemple), conformément
a la figure 1.2. L'action sur la vis, au point P, peut étre décrite par deux vecteurs : un vecteur
force F qui traduit 'appui sur la vis pour la faire pénétrer dans son support, et un vecteur
moment M qui traduit la résistance a la rotation autour de son axe (le filetage doit vaincre le
frottement di au support). De maniere générale, une action extérieure sur une structure peut
étre décrite en un point P par ces deux vecteurs : un traduisant intuitivement la résistance a
la translation, et l'autre a la rotation. On peut alors énoncer la

DEFINITION 1.4.1: Le torseur {7} associé a la force F et au moment M s’appliquant au

lon peut par exemple supposer que D/L < 10

2prendre garde a l'écriture de “Bernoulli”. Un moyen mnémotechnique est de se souvenir qu’il n’était pas
une noullle...

3une telle vis ne nécessite pas de trou préalable. Le trou se perce au fur et & mesure que la vis est vissée.



CHAPITRE I. GEOMETRIE ET STATIQUE DES POUTRES

=

e

F1G. 1.2: Action sur la téte d’une vis, illustrant la notion de force et de moment.

point P est le couple de vecteurs noté

F
{7} ={ Y } (L1)
P
F est appelée résultante de {7} tandis que M est son moment en P. Le torseur traduit une
action mécanique sur la structure. ]

Un torseur ayant une résultante et un moment nuls sera qualifié de torseur nul, et pourra
étre noté {0}. Il faut bien noter que I’écriture d’un torseur est associée au point d’application

de F et M. En un autre point, il faut prendre en compte le fait que 1'effet de la force F est

différent. De maniere générale, on définit le moment en un point O d"une force F s’exercant
en P par:

Mgz, =OPAF (1.2)
Pour réécrire le torseur I.1 en un point O quelconque, il convient de superposer deux contri-
butions pour le moment : [J le moment M imposé par l'extérieur au point P et [J le moment
de F dti au bras de levier OP. On peut donc déduire le :

RESULTAT 1.4.1: En un point O qui n’est pas le point d’application de F et M, le torseur
{7} associé a F et M s’écrit :

-

{T} :{ M —MF > —»} (13)
o=M+OPAF o

On note Mo le moment “total” du torseur en O. On remarquera qu’il est primordial d’indi-

quer le point d’écriture du torseur (le point O dans le résultat 1.4.1), puisque la définition du

moment fait intervenir ce point. En pratique, on I'indique en indice du torseur. D'autre part,

connaitre un torseur en un point revient a le connaitre partout. En effet :

— la résultante F et le moment M imposé par l'extérieur au point P ne dépendent pas du
point ou le torseur est écrit,

— en revanche, la contribution au moment total due a F dépend du point. Si on connait cette
contribution Mﬁ,o en un point O de l'espace, alors la relation de Chasles implique, pour
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L.5. EFFORTS EXTERIEURS ET LIAISONS ENTRE SOLIDES

un point quelconque A :

My, = AP AF = (AO +OP) AF = AO AF + Mg, (L4)

En ajoutant M de part et d’autre, on obtient le moment total du torseur en A et le moment

totalen O : L L L
M+ £ = M+ 20 +AOAF (I.5)
— S———

moment total en A, noté M 4 moment total en O, noté I\ZO

En changeant légérement les notations, on peut donc énoncer le :

RESULTAT 1.4.2: Connaitre un torseur {7} en un point absolument quelconque A revient
a le connaitre en tout point B de l'espace car il suffit d’appliquer la formule de changement

de point :
{ f } = { - - F - - } (16)
My A Mp=Mys+BAAF B

Revenons brievement a I’hypothese de Saint-Venant [J. Nous verrons ultérieurement qu’il
est possible de définir un torseur “résumant” I’état de contrainte dans la structure : le torseur
des efforts intérieurs. Ce torseur est déduit du tenseur des contraintes par une intégration sur
une section droite X. Ainsi, deux répartitions de contraintes différentes pourront conduire
au méme torseur d’efforts intérieurs. L’hypothése de Saint-Venant signifie donc que le détail
de la répartition des contraintes n’est pas important pour décrire I'équilibre mécanique a
I'échelle de la structure. Seul leur torseur résultant importe.

Efforts extérieurs et liaisons entre solides

Une poutre est reliée a son environnement par des liaisons. Pour maintenir ces liaisons, il
faut exercer des efforts de liaison qui sont les inconnues du probleme. Identifier la nature
d’une liaison revient a définir la forme du torseur associé aux efforts de liaison. On évoquera
dans ce cours deux types de liaisons.

1.5.1 Efforts de liaisons sans travail des réactions

Ce type de liaisons repose sur un principe simple : si un déplacement est nul (respectivement
une rotation), alors 'effort (respectivement le moment) associé a cette direction est a priori
non nul (un effort s'oppose au mouvement). Reciproquement, si un déplacement est non
nul, c’est qu'aucune force ne s’oppose au mouvement. Ce résultat s’appuie sur le fait que
le travail T d’une force F se déplagant de il est donné par T = F.ii. De méme, le travail T
d’un moment M tournant d’un angle* dest T = M.@. Passons en revue les liaisons les plus
classiques, en introduisant un repere ¥, i/, Z que nous qualifierons dans la suite de repere
global pour la structure :

4on note @ le vecteur wii, avec 71 I’axe de la rotation
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encastrement rotule appui simple

F1c. 1.3: Représentation des liaisons planes les plus rencontrées

— laliaison encastrement : les 3 translations suivant les directions ¥, ﬁ, Z et toutes les rotations
autour de ces directions sont bloquées. Il y a donc 6 inconnues scalaires de liaisons :
{Fx, Fy, F;}, composantes de la résultante ﬁ, et {My, My, M}, composantes du moment M.

— la liaison rotule sphérique : les 3 rotations sont permises, mais pas les translations. On a
donc M =0etF quelconque donc 3 inconnues de liaisons.

Si on se limite au cas des poutres planes chargées dans leur plan (¥, i), évoquons :

— la liaison encastrement plan : les 2 translations suivant les directions ¥, i/ et la rotation
autour de Z sont bloquées. Il y a donc 3 inconnues scalaires de liaisons : Fy, F, et M, qui

sont les deux premiéres composantes de Fetla derniere composante de M respectivement.
— la liaison articulation ou rotule plane : les 2 translations suivant les directions ¥ et i/ sont
bloquées, mais pas la rotation autour de zZ. On a donc M, = 0, et Fy et F y sont les 2 seules
inconnues de liaisons.
— la liaison appui simple ou appui sur rouleaux : seule la translation en ¥/ est interdite. La
seule inconnue de liaison est donc F,,.
Les représentations schématiques des liaisons planes évoquées ici sont données dans la
figure 1.3.

1.5.2 Efforts de liaisons avec travail des réactions

Si une modélisation en terme de liaison sans travail s’avére impossible ou trop grossiére,
on peut introduire des liaisons pour lesquelles les inconnues de liaisons travaillent. On n’a
alors plus la dualité déplacement non nul/force nulle ou déplacement nul/force non nulle.

II faut préciser le lien entre F et 17. Présentons ici le cas d’un appui élastique de direction v,

comme représenté dans la figure 1.4. Le lien entre la force Fetle déplacement 774 du point A
peut étre écrit sous la forme suivante :

E.f = k(il4.7) (1.7)

ol k est la raideur du ressort. Pour conclure, disons que les liaisons présentées dans cette
section sont peu utilisées en pratique. Passons désormais aux autres types d’efforts auxquels
une structure peut étre soumise.

v k Jad
WW

Fic. I.4: Exemple de liaison pour laquelle I'inconnue de liaison F travaille.

=N
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1.6. PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA STATIQUE (PFS)

1.5.3 Efforts de chargements

Aux forces de liaisons s’ajoutent les forces de chargement. Ces derniéres peuvent étre réelles
(comme le poids d’un plafond sur un pilier par exemple) ou réglementaires (comme par
exemple le poids de la neige ou I'action du vent sur un batiment). Pour I'ingénieur, elles font
partie du cahier des charges donc nous les supposerons connues. Une force de chargement
peut étre :

— concentrée : elle s’applique en un point de la structure, et son torseur associé est de forme
“classique” (voir la définition 1.4.1).

— répartie : on parle alors de densité linéique de charge. Pour rendre compte de ce type
de force, on introduit un torseur élémentaire, qui est le torseur associé a la force exercée
sur un trongon infinitésimal de poutre (de longueur ds) situé autour d’un point G courant
situé a I’abscisse curviligne s :

dF f?is
d{Tg}z{ ﬁ} ={ /| } (1.8)
dM | . mds )
avec f_)et 1 les densités linéiques de forces et de moment appliquées a la structure.
Le poids propre d’une poutre est un exemple de densité linéique de force, telle que fﬁz Ag,
avec A la masse linéique de la poutre et § I'accélération de la pesanteur. En revanche, il est

assez délicat d’imaginer une densité linéique de moment 7 si bien qu’en pratique, ce terme
est trés souvent nul.

A ce stade, nous avons présenté les différents types d’efforts pouvant s’appliquer sur une
structure. Il convient & présent d’énoncer le principe physique qui permet de lier toutes ces
forces.

Principe fondamental de la statique (PFS)

Le principe fondamental de la statique (ou PFS) permet de formuler les conditions que
doivent vérifier les efforts que subit une structure pour que cette derniére soit en équilibre.
I1 est possible d’écrire le principe fondamental de la statique a 1’aide de torseurs, comme le
montre le

RESULTAT 1.6.1: (Principe fondamental de la statique) : une structure S est en équilibre
extérieur si la somme des torseurs associés a tous les efforts s’appliquant sur S est égale au
torseur nul :

Y (71 =10} (L9)
-S
les torseurs devant tous étre écrits au méme point. [

Pour les poutres, il conviendra de prendre en compte toutes les forces en présence : les efforts
de liaisons et les efforts de chargement (qu’ils soient concentrés ou répartis). Ainsi, on pourra
écrire I'équilibre d’une structure sous la forme :
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Yarh+ YT+ Zfd{‘i’c} = (0) (1.10)

— N————
liaisons chargements ponctuels 4 gements répartis

I'intégrale des chargements répartis se faisant sur la portion de structure concernée. En 3D,
il y a donc 6 équations scalaires (3 en résultante et 3 en moment). Pour une structure plane
sollicitée dans son plan, il n’y a que 3 équations scalaires (2 en résultante et 1 en moment).
Si on note 1 le nombre d’inconnues de liaisons et m le nombre d’équations indépendantes
issues de 'application du PFS, on peut introduire une classification des structures, ce qui fait
I'objet de la

DEFINITION L6.1: Une structure est dite :

— instable s’il est impossible de vérifier les équations de la statique (n < m),

— isostatique extérieurement si les équations de la statique permettent de déterminer
complétement les efforts de liaisons (n = m),

— hyperstatique extérieurement si ces équations ne suffisent pas (n > m). Dans ce cas, le
degré d"hyperstaticité g est défini par g =n —m. ]

Il est important de noter que le caractére isostatique ou hyperstatique dépend uniquement
de la structure et non du chargement. Nous verrons dans les chapitres suivants comment
résoudre un probléme de structure hyperstatique. Avant de présenter un exemple illustrant
l'écriture des équations d’équilibre, il est crucial de présenter quelques résultats concernant
la géométrie d'une section plane X. Ces résultats nous serons utiles dans la suite.

1.7 Caractéristiques d’une section droite =

On considére dans toute cette partie une section droite X dont le plan est rapporté a deux
axes perpendiculaires i/ et Z (voir figure 1.5). Sur la section %, il existe un point particulier qui

F1G. 1.5: Section d’une poutre rapportée a un repeére (¥, i, Z)

10



L.7. CARACTERISTIQUES D’UNE SECTION DROITE £

fait I'objet de la

DEFINITION L.7.1: Le centre de gravité de G de ¥, de coordonnées (v, z), est tel que :

yG:lfde, ZGzledS (1.11)
SJs SJs

Si X admet un axe de symétrie, G est sur cet axe, et si X admet 2 axes de symétrie, G est leur
intersection. Introduisons également plusieurs grandeurs utiles :

DEFINITION L7.2: Les moments quadratiques I, I, I, et I, de Y. sont les quantités :

I, = f 22dS, I, = f y2dS, I, = f (V+22)dS =1,+ L, I,.= f yzdS 1.12)
X )y )y )y

appelés de la facon suivante :

— I est le moment quadratique de © par rapport a 'axe y

— I, est le moment quadratique de . par rapport a l'axe z

— I, est le moment quadratique de = par rapport a I'axe x

— I, est le moment produit de T par rapport aux axes y et z ]

Notons que, par définition, Iy, I, I sont positifs. D’autre part, il existe des tables donnant
les moments quadratiques des sections de formes classiques. Par exemple, une poutre de
section circulaire de rayon a vérifie :

I, = R L=—, L=— (I.13)
tandis qu'une section rectangulaire de cotés 2a (suivant 1) et 2b (suivant 2) vérifie :

4 4 4
I, = gab?’, I, = §a3b, I = gab(a2 +1?) (1.14)

En pratique, il est donc inutile de recalculer ces moments quadratiques. Avant de terminer
cette section, et pour introduire la notion de repére local principal, nous allons avoir besoin
d’énoncer la

DEFINITION L.7.3: Le moment quadratique I, de T par rapport i une droite A est défini
par:

I = f PH?dS ot Hest le projeté de P sur A (I.15)
PeX

Si A fait un angle o avec l'axe i (voir figure 1.5) on peut montrer que :

I -1 cos o
— : Y yz
Ix = [cosa sma][ I L H sina ] (I.16)
—_————

I

11



CHAPITRE I. GEOMETRIE ET STATIQUE DES POUTRES
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Fic. I.6: Portique encastré-appuyé chargé ponctuellement au point B et chargé de
maniere répartie sur le segment [BC]. L'allure de la déformée est en pointillés.

Comme la matrice I associée a la forme bilinéaire I5 (celle apparaissant dans I’équation 1.16)
est symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthogonale et ses valeurs propres
sont réelles. Ses valeurs propres sont les moments quadratiques principaux. Les vecteurs
propres de cette matrice permettent de définir le repere local principal, noté ()2, 17, Z). On
peut définir ce repere local de la maniere suivante : X est le vecteur unitaire tangent a la
fibre moyenne, tandis que Y et Z sont les vecteurs propres de la matrice apparaissant dans
I'équation 1.16, dans le plan orthogonal a X. 11 faut bien noter qu’en général, le repére

local principal X,Y,Z) peut étre différent du repére dans lequel on effectue les calculs de
liaisons, appelé repere global. L'intérét de travailler dans le repere local principal permet

de simplifier la plupart des écritures. Dans toute la suite, nous noterons ()_(), 17, Z) le repere
local principal, et Ix, Iy et Iz les moments quadratiques principaux (on a Iy = 0 dans le
repere local principal). On notera (¥, i/, 2) le repere global.

L'ensemble des résultats concernant la géométrie des sections planes étant présenté, nous

pouvons développer un exemple illustrant I’application du PFS.

1.8 Le PFS sur un exemple

Pour illustrer tout ce qui vient d’étre dit et la méthodologie qui devra étre appliquée en TD,
envisageons le portique encastré-appuyé représenté dans la figure I.6. Le portique, composée
des segments [AB], [BC] et [CD] est une poutre plane. Il est chargé ponctuellement au point
B et chargé de maniere répartie sur le segment [BC]. Nous supposerons que le point A
est l'origine du repere, et que la densité linéique de charge ' = —py/ est constante (p > 0).
Pour appliquer le principe fondamental de la statique, il convient de respecter les étapes

suivantes :
1. orienter la poutre, et définir son abscisse curviligne s. On peut choisir une orientation

12



L.8. LE PFS SUR UN EXEMPLE

de A vers D. Ainsi, si G est un point courant du portique de coordonnées (x, v) :

s = y sur le segment [AB]
s = H + x sur le segment [BC] (I.17)
s=H+L+H-y=2H+L - ysurlesegment [CD]

2. identifier la nature des liaisons, et écrire les torseurs associés. Nous avons ici une liaison
encastrement en A, qui bloque la rotation autour de l’axe 7 et les translations suivant ¥
et /. Le torseur de liaison en A s’écrit donc :

Iy _ XA)?+ YA]7
(7k) _{ M, (L18)

La liaison en D est de type appui simple. Elle laisse libre la rotation autour de Z ainsi
que la translation suivant X, mais bloque la translation suivant 7. Le torseur de liaison

D s’écrit donc :
Y -
(75} = { by } (L19)
0 D

Les inconnues du probleme sont donc X4, Y4, My, et Yp.

3. identifier les chargements, qu’ils soient ponctuels ou répartis. Nous avons ici un char-
gement ponctuel en B (de type force, sans moment appliqué), s’écrivant :

[T5) = { Pg } (1.20)
B

car le moment d’une force est nul en son point d’application M Ep = BB AF = 0).
D’autre part, nous avons un effort réparti sur le segment [BC]. Un trongon infinitésimal
ds de poutre situé autour d'un point G appartenant a [BC] et de coordonnées (x, ) subit
un effort dont le torseur est :

¢, _ [ —pdsy
AT = { g }G (1.21)
car le point d’application de la force —pdsy/ est G et qu’aucun moment n’est appliqué.

4. ramener tous les torseurs au méme point (voir le résultat 1.4.2). Le point choisi devra
étre “le plus particulier possible” (le plus souvent le centre de symétrie du systéme
s’il en possede un). Dans notre cas, la structure est quelconque donc nous choisirons
arbitrairement le point A>. On a donc :

YD];) YD? YD? YD?

TL = - = - N = Y Y = - 1.22
(7ol { 0 }D {AD/\YDy A LXAYpy |, Lypz |, (1.22)
Fx Fx% FX Fx%
€1 = - = - = - > = - .
{TB}_{ 0 }B {AB/\FJ?}A {Hy/\Fx }A {_PHZ }A (129

%ici, cest en A que l'expression du torseur de liaison est la plus compliquée. Choisir A permet de ne pas
changer le point de ce torseur.

13



CHAPITRE I. GEOMETRIE ET STATIQUE DES POUTRES

Cy _ —pdsy _ . —pdsij
a7c _{ 0 }G _{ AG A (—pdsy) }A

_{ _Pdsy } _{ _Pdsy } (1.24)
(HY + x2) A (=pdsy) [, —pxdsZ |,

Or, sur le segment [BC], nous avons ds = dx car s = H + x, donc :

d{Tg}:{ Py } (1.25)
A

—pxdxz

5. écrire effectivement le principe fondamental de la statique (équation 1.10) :

C
{TE+{T5)+ 75} + f dTSH =10} (1.26)
| — —— B
liaisons chargement ponctuel

chargement réparti

soit :

- — - = x=L —
*ax+ XAy + Yo b4 Fx 50+ P dxyﬂ = {0} (1.27)
MpZ a LYpZ a —FHZ 4 =0 —pxdxz N
En identifiant les composantes des résultantes et des moments, nous arrivons aux 3
équations indépendantes :

Xa+F = 0 (équation de résultante en ¥) (1.28)
Ya+Yp—pL = 0 (équation de résultante en i) (1.29)
L2
My +LYp—FH - p? = 0 (équation de moment en 2) (I.30)

Il y a 3 équations et 4 inconnues donc le systeme est hyperstatique extérieurement de
degré4 -3 =1.
Pour finir ce chapitre, on insistera sur la notation des torseurs employée dans ce cours :
I'exposant L ou C indique s’il s’agit d"un torseur de liaison ou de chargement ; I'indice, quant
a lui, indique le point de la liaison ou du chargement, qui n’est pas forcément le méme que
le point d’écriture du torseur. Si on consideére par exemple I'équation :

(75} = { _IF:;;Z }A (L.31)

il faut comprendre quel’on a un torseur de chargement (exposant C dans le terme de gauche),
que ce chargement se fait au point B (indice B dans le membre de gauche), et que I'expression
de ce torseur est ici donnée au point A (indice A dans le membre de droite).
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CHAPITRE II. EFFORTS INTERIEURS

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, comment écrire les équations d’équilibre permet-
tant de connaitre les inconnues de liaisons (pour le cas des systémes isostatiques uniquement,
nous traiterons le cas des systemes hyperstatiques plus loin). Nous nous intéressons ici a
I'expression des efforts intérieurs, et leur lien avec le tenseur des contraintes.

II1.1 Définitions

Comme on le fait en MMC (Mécanique des Milieux Continus), on définit les efforts intérieurs
en considérant les efforts exercés sur une partie du solide par la partie complémentaire. On
introduit donc une coupure en un point courant G de la fibre moyenne. Etant donné que
la poutre est orientée, cette coupure définit une partie amont (avant la coupure), que nous
noterons (I), et une partie aval, que nous noterons (II) (voir figure I1.1).

fibre moyenne

partie amont (I)

partie aval (II)

coupure

F1c. I1.1: Coupure d'une poutre en un point G courant. X, Y, 7) estle repere local
principal en G.

Nous sommes en mesure d’énoncer la

DEFINITION I1.1.1: Le torseur des efforts intérieurs noté ici {7;,;} en un point G de la fibre
moyenne situé a 'abscisse curviligne s est le torseur des efforts exercés par la partie aval (1])
sur la partie amont (I), la coupure étant faite au point G :

{Tint} =T an-w} (IL.1)

Pour toute valeur de I'abscisse curviligne s, la résultante et le moment du torseur des ef-

forts intérieurs peuvent étre projetés dans le repere local principal X, Y, 7). On peut ainsi
introduire la

DEFINITION I1.1.2: Les efforts intérieurs N(s), Ty(s), Tz(s), Mx(s), My(s), Mz(s) sont les
composantes des éléments du torseur des efforts intérieurs dans le repere local principal,
lorsque le torseur est écrit au point courant G de la fibre moyenne :

NE)X + Ty6)Y + Tz(5)Z }
G

N R R (IL.2)
Mx(S)X + My(S)Y + Mz(S)Z

{Tint} = {

16



11.2. CALCUL PRATIQUE DES EFFORTS INTERIEURS

Ces efforts sont appelés comme suit :

— N(s) est I’effort normal,

— Ty(s) et Tz(s) sont les efforts tranchants suivant les directions Y et Z,

— Mx(s) est le moment de torsion,

— My(s) et Mz(s) sont les moments fléchissants suivant les directions YetZ.

On insiste sur le fait que tous ces efforts dépendent en général de 'abscisse curviligne s.
Sur le plan physique, les efforts intérieurs traduisent 1’état de sollicitation dans la structure,
contrairement aux réactions de liaisons. On notera pour les unités SI que [N] = [Ty] =
[Tz] =N, tandis que [Mx] = [My] = [Mz] =N.m, a bien différencier de 'unité SI d"une
contrainte o ([o6] =Pa). Enfin, terminons cette section sur le point suivant : en pratique, pour
calculer les efforts intérieurs, on ne revient jamais a la définition II.1.1. Il convient donc
d’aborder une méthode d’obtention de ces efforts intérieurs.

II.2 Calcul pratique des efforts intérieurs

Une maniére pratique de calculer les efforts intérieurs est d’appliquer le PFS aux deux parties
(I) et (II). Commencons par la partie (I). (I) subit des efforts provenant de la partie (II) et de
“tout l'extérieur sauf la partie (II)”. Nous écrirons donc le PFS sous la forme :

{Tun-m} + {Text—n} = {0} (IL.3)

dans laquelle {7y} correspond aux torseurs de toutes les forces exercées sur (I) sauf
celles provenant de la partie (II). De méme, I’équilibre de la partie (II) conduit a :

T -} + {Text—an} = {0} (IL.4)

ot {7 ext—(in} correspond aux torseurs de toutes les forces exercées sur (II) sauf celles prove-
nant de la partie (I). En gardant a I’esprit que le principe d’action/réaction permet d’écrire
que {T(—an} = —{Tm-@}, on peut déduire des équations I1.3 et I1.4 le

RESULTAT I1.2.1: Le torseur des efforts intérieurs (T} = (T -} peut se calculer a
partir de la double égalité :

{Tint} = ~Text—} = T ext—n)} (IL5)

dans laquelle {T .;_,(1)} (respectivement {7 ..; 1) }) correspond aux torseurs de toutes les forces
exercées sur (I) (respectivement (II)) sauf celles provenant de la partie (II) (respectivement

D). ]

L’'intérét de ce résultat est qu'il fournit 2 manieres possibles pour calculer les efforts intérieurs.
En pratique, on choisit la méthode pour laquelle les calculs sont les plus simples. Avant
de présenter un exemple de mise en oeuvre du dernier résultat, nous allons d’abord voir
comment le torseur des efforts intérieurs est lié au tenseur des contraintes!.

Ipour éviter les foudres du professeur, on évitera de confondre le terme torseur et le terme tenseur.
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CHAPITRE II. EFFORTS INTERIEURS

>

partie aval (II)

S

partie amont (I)

=Y
I
>

~

N

=L

fibre moyenne

F1c. I1.2: Section droite d"une poutre située a 1’abscisse s.

I1.3 Lien avec le tenseur des contraintes

On peut relier les efforts intérieurs en s au tenseur des contraintes sur la section droite Z
située en s. Pour ce faire, on introduit un point P courant de coordonnées (Y, Z), et un élément
infinitésimal de surface dS centré en P (voir figure I1.2). Par définition, le vecteur contrainte

T(P) est la force surfacique exercée par la partie aval sur 1'élément dS, ramenée a dS :
dF (1)—ds
ds

Comme dS appartient a la partie (I), on peut alors déduire de la derniére équation la force
élémentaire exercée par la partie (II) sur la partie (I) et le moment en G de cette force :

T(P) = (1L.6)

dF - = T(P)dS (IL7)
GP A T(P)dS (IL8)

AF 1n—as
AM i)

Par intégration sur toute la surface X, on obtient la définition méme des éléments du torseur
des efforts intérieurs :

T(P)ds
Tint} =Ty} = { [ fpé%j /E Tz(P)dS } (IL9)
PeX G

En introduisant la notation :

oxx(P) oxy(P) oxz(P)
o(P)=| oxy(P) oyy(P) oyz(P) (I1.10)
oxz(P) oyz(P) 0zz(P) )3y 2

et compte tenu du fait que T = 6.7l avec it = X, on obtient :

T(P) = oxx(P)X + oxy(P)Y + oxz(P)Z (IL.11)

18



11.4. EQUATIONS D’EQUILIBRE SOUS FORME LOCALE

D’autre part, le vecteur GP s’écrit :
GP=YY+ZZ (IL.12)

Ainsi, I'identification des équations I1.2 et I1.9 en tenant compte de II.11 conduit au

RESULTAT IL.3.1: Les efforts intérieurs a l'abscisse curviligne s peuvent se déduire du
tenseur des contraintes o grice aux relations d’intégration :

N = fﬁxxds ; Ty=f0xyds ; Tzzfaxzds (H.13)
z z z
MX = f(Yﬁxz—Zaxy)dS ; My=fZUxde ; Mz=—fYGxde (H.14)
z z z
|

Comme nous l'avions énoncé dans le chapitre I, ces équations illustrent bien I’hypothese de
Saint-Venant : deux distributions de contraintes différentes peuvent conduire a deux torseurs
d’efforts intérieurs identiques. Nous allons a présent réécrire I’équilibre de la structure sous
une forme différente de celle vue au chapitre I.

II.4 Equations d’équilibre sous forme locale

Nous avons déja traduit les conditions d’équilibre en fonction des inconnues de liaisons.
Néanmoins, dans certains cas, il est utile d’avoir les équations d’équilibre sous forme
différentielle locale. Avant de commencer, il convient de présenter quelques rappels concer-
nant la dérivation du repere local principal. On peut montrer (¢ca n’est pas 1’objet de ce cours),
que les dérivées des vecteurs de base du repere local principal peuvent s’exprimer sous la
forme :

0 1/R 0
=l -1/R 0 YT

0 -1/T 0 7

X X
Y Y (IL.15)

ol R est le rayon de courbure et T le rayon de torsion. Envisageons maintenant 1’équilibre
d’un trongon ds de poutre, situé entre les points G(s) et G(s + ds), et éventuellement soumis a

une densité linéique de chargement p(s) et une densité linéique de moment 7i(s). Notons R

la résultante du torseur des efforts intérieurs et M son moment (voir figure I1.3). Pour écrire
le bilan des forces s’exercant sur le trongon ds, il faut bien prendre garde que pour la section

située en s — ds/2, la normale sortante est -X (voir figure I1.3) :

~R(s — ds/2) + R(s + ds/2) + F(s)ds = 0 (I1.16)
soit, a l'ordre 1 et en ne notant plus la dépendance en s :
arR .
- +F=0 (IL.17)

De méme, 1'équilibre des moments au point G s’écrit, a 'ordre 1 :

—M(s — ds/2) + M(s + ds/2) + 1ii(s)ds + (—%i) A (=R () + (%i) ARGES) =0 (IL18)
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CHAPITRE II. EFFORTS INTERIEURS

} Z M(s +ds/2 3
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, - fibre moyenne

M(s —ds/2)

9
D
>

s—ds/2 s+ds/2

Fic. IL.3: Equilibre d’un trongon de poutre ds.

soit finalement :

-

%+rﬁ+}?/\ﬁ:0 (I1.19)

REMARQUEI1.4.1: Il ne fallait pas prendre I’équation des moments naivement a partir de la figure II.3, soit :

—M(s — ds/2) + M(s + ds/2) + 1ii(s)ds + (—%X) A (=R(s — ds/2)) + (%X) ARG +ds/2)) =0 (I1.20)

car les deux derniers termes du membre de gauche contiennent de l'ordre 1 (en ds) et de 'ordre 2 (en ds?),
négligeable devant ds. On prend donc ‘ﬁ(s +ds/2) = ‘ﬁ(s —ds/2) ~ ‘ﬁ(s). [

Pour résumer ce qui vient d’étre dit, nous sommes a présent en mesure d’énoncer le

RESULTAT I1.4.1: Les équations d’équilibre sous forme locale s’écrivent :

arR
—+p=0 11.21
Fa m21)
M s XAR=0 (I1.22)
ds
avec R et M la résultante et le moment du torseur des efforts intérieurs. ]

Il est intéressant, pour pouvoir I'appliquer en pratique, de simplifier ces dernieres équations
dans le cas d'une poutre plane chargée dans son plan :

—:0, pZZO, mX:O, my:O, TZZO, MXZO, My:() (H.23)

Nous avons alors :

R, dy o o . dNo dX dTyo . dY
P = o (NX+TyY)+p5 = X AN+ =Y+ Ty— + (I1.24)
car il ne faut pas oublier de dériver les vecteurs de bases. Compte tenu de I'expression des

dérivées des vecteurs de bases (voir I’équation I1.15) et des relations II.23, on obtient :

AR, dNo Y dTys X =
= XA N+ ==Y =Ty 2 +7=0 (I1.25)
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Pour I'équation de moment, on a cette fois :

N

d(Mz2)

d - - — - - - -, -
d—/:(+m+X/\R: s +m,Z+ XANX+TyY)=0 (I1.26)
soit, toujours avec les équations I1.15 et I1.23 :
AN L 5 dMy - . I
d—T+rﬁ+XAR:%Z+mZZ+TyZ:O (I1.27)

Finalement, en projetant les équations I1.25 et I1.27 sur les trois directions ()_(), 17, Z), on obtient
donc les équations d’équilibre pour une poutre plane chargée dans son plan :

AN Ty

- Lapx=0 (I1.28)
dTy N

% + E +py = 0 (1129)
DL Tymy =0 (I1.30)

Comme pour le chapitre I, nous allons a présent illustrer les résultats de ce chapitre sur
un exemple.

II.5 Méthodologie sur un exemple

Pour illustrer tout ce qui vient d’étre dit et la méthodologie qui devra étre appliquée en TD,
envisageons une poutre plane articulée-appuyée représentée dans la figure I1.4.

Ny
=y
o
0
0
o

Fic. I1.4: Poutre articulée-appuyée chargée ponctuellement au point C. L'allure de la
déformée est en pointillés.

Nous supposerons que le point A est 'origine du repere, et que AC = aL. Reprenons et
complétons la méthodologie exposée dans le chapitre I :

1. on oriente la poutre de A vers B, son abscisse curviligne s est donc égale a x, abscisse
d’un point courant G de la fibre moyenne.

2. on identifie la nature des liaisons, et on écrit les torseurs associés. Nous avons ici une
liaison rotule plane en A, qui bloque les translations suivant ¥ et /. Le torseur de liaison
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22

en A s’écrit donc :

XuZ+ Yai
{TAL}={ At Ay} (IL31)
0 A

La liaison en B est de type appui simple. Elle laisse libre la rotation autour de Z ainsi
que la translation suivant X, mais bloque la translation suivant 7. Le torseur de liaison

en B s’écrit donc :
Y -
(Th = { e } (I1.32)
0 Jp

Les inconnues du probleme sont donc X4, Y4, et Y.

. on identifie ensuite les chargements, qu’ils soient ponctuels ou répartis. Nous avons

ici uniquement un chargement ponctuel en C, s’écrivant :

(TE) = { —gﬁ } (I1.33)
C

. on ramene tous les torseurs au méme point, A par exemple. On a donc:

Ygi YBY Y3y Yy
Ly — = = = = - - = - .
Tyl = { J }B { AB A Yai }A { LEAYs§ [, =\ LYeZ [, (IL.34)

Cy — _P]7 _ —Pi B _Pi ~ _Pg,
(7c) —{ 0 }C _{ AC A (-PY) }A _{ aL¥ A (—P) }A —{ —alP? }A (I1.35)

. on écrit le principe fondamental de la statique (équation 1.10) :

(TE + T8+ (7 = {0} (11.36)
—————— ——
liaisons chargement ponctuel
soit :
X AJ? + YAy YB ]7 -P g) _

En identifiant les composantes des résultantes et des moments, nous arrivons aux 3
équations indépendantes :

X4 =0 (I1.38)
YA+Ys—P=0 (1.39)
LY —aLP =0 (I.40)

qui permettent de déterminer toutes les inconnues :

X4 = 0 (I1.41)
Y, = P(1-a) (I1.42)
Ys = aP (I1.43)

Il'y a 3 équations et 3 inconnues donc le systéme est isostatique extérieurement.



I1.5. METHODOLOGIE SUR UN EXEMPLE

6. Introduisons une coupure de la poutre en un point G d’abscisse curviligne x. Pour
calculer les efforts intérieurs, il faut considérer les cas ot G appartient a [AC] ou a [CB],
car le fait de franchir le point C change le nombre de torseurs a considérer a gauche et
a droite du point G.

O trongon [AC], soit x € [0, aL] (voir figure I1.5)

@
A G(lp B

v ﬁ & A
ZL -7 boos

Fic. IL.5: Coupure au point G scindant la poutre en une partie amont (I) et une partie
aval (II).

Il'y a un torseur a gauche de G (celui associé a la liaison en A) et deux torseurs a droite
(chargement en C et liaison en B). Il semble donc habile d’utiliser la relation :

(Tint) = ~(Texts} = =T ) (IL.44)

I1 faut alors mettre en G l'opposé du torseur de la liaison située en A :

XA)?'FYA:Q) XaX+ YAl
(Tint) = —={ GA A(XaZ+Y4) =—{ AxT Ay } (IL.45)
—_—— —xY AZ c
—xxX G

et enfin, ne pas oublier de projeter dans le repére local principal, méme si dans le cas
étudié ici le repere local principal et le repére global coincident :

{Tint} :{ —XaX = XaY } :{ Pla=-1)Y, } (I1.46)
xYaZ G xP(1-a)Z ) .

Par identification, nous déduisons les efforts intérieurs :
N(x)=0, Ty(x)=Pla-1), Mzk)=xP(1-a) (I1.47)

les autres efforts intérieurs étant forcément nuls car la poutre est plane. A ce stade, on
peut vérifier que les équations d’équilibre sont bien vérifiées (voir les équations I1.28,
11.29, et 11.30) :

%—?+pxzo, carR=+ooetpx =0 (I1.48)
dT N
d_sy + R +py =0, carR =400, Ty est constant, et py =0 (I1.49)
M dM
WZ+TY+mZ:d—xZ+Ty:P(1—0z)+P(0z—1):O (IL.50)

Celles-cin’apportent rien de plus sur le plan physique ; elle permettent juste de “confir-
mer” que le résultat trouvé est correct.
O trongon [CB], soit x € [aL,L]. Il y a maintenant deux torseurs a gauche de G (celui
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CHAPITRE II. EFFORTS INTERIEURS

associé a la liaison en A et au chargement en C) et un torseur a droite (liaison en B). Il
semble donc habile d’utiliser cette fois la relation :

(Tint} = (Textoan} = (T4 (IL51)
II faut alors mettre en G le torseur de la liaison située en B :

-

YBy

- Ygvy
7. 1=1 GB AY - BY
{Tint} ( 337) { (L—X)YBZ }G (I1.52)
(L—x))? G

et enfin, projeter dans le repere local principal :

. _ YBY) _ aP ?
Tt} = { (L—2)Yp? }G = { (L—xap? }G (IL.53)

Par identification, nous déduisons les efforts intérieurs :
N(x)=0, Ty(x)=aP, Myz(x)=(L-x)aP (I1.54)

La encore, les équations d’équilibre sont bien vérifiées. Il est couttimier de représenter
graphiquement les efforts intérieurs sous forme d"un ou plusieurs diagrammes, comme
dans la figure IL.6.

A TyetMyz

al

___Pla-1)

F1c. I1.6: Représentation schématique des efforts intérieurs en fonction de 1’abscisse
curviligne.

On note que l'effort tranchant est discontinu tandis que le moment fléchissant est continu.
Pour finir, insistons sur les deux pieges dans lesquels ils ne faut pas tomber : il faut
impérativement écrire le torseur des efforts intérieurs en un point G courant de la poutre,
et penser a projeter ces efforts dans le repere local principal.
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CHAPITRE III. ETUDE DES DEPLACEMENTS

III.1 Rappels succincts de MMC

II1.1.1 Déformations

Nous allons a présent exposer quelques rappels et notations sur le tenseur des petites
déformations. Considérons un domaine élémentaire dV situé autour d’un point P d’un
milieu continu. Dans ce paragraphe, on se place dans un repere quelconque (¥, i/, 2). Notons
Py, de coordonnées (xo, o, o), ce point a la configuration de référence et P;, de coordonnées
(x1,y1,21), en position actuelle. Introduisons encore un second point, Q, infiniment voisin de
P, dont les coordonnées sont xy + dx, yo + dy, zp + dz. Le point Q est un point courant de 4V,

et le vecteur P_Q permet de repérer I'orientation de dV par rapport aux axes du repere (voir
figure I11.1).

déformation

>
Z

<y

=y

configuration de référence configuration actuelle

F1G. III.1: Elément de volume infinitésimal soumis a une déformation.

5
Le vecteur déplacement PoP; = (1,0, w) en P autour de sa configuration de référence est
donné par :

U=x1—X0, V=Y —Yo, W=2]—2 (IIL.1)

et le vecteur déplacement de Q, noté Q;QL vaut :

Q001 = (u + du, v + do, w + dw) (IT1.2)

Par un développement de Taylor a l'ordre 1, on peut écrire que! :

QoQ1 = PoPy + grad (PO_I)Dl) APoP; (I11.3)
avec :
du  Ju  Ju
N dx dy Iz Uy Uy Ug
grad(PoPy)=| % & % |=| va vy ©s (I1L.4)
dw Jw Juw Wy Wy W,
dx dy Iz 4 Y ,

Ine pas étre effrayé par la formule. Sur le plan philosophique, ce n’est qu'une généralisation en 3D de

flx+dx) = f(x) + f'(x)dx

26



III.1. RAPPELS SUCCINCTS DE MMC

On peut alors scinder ce tenseur d’ordre 2 en une partie symétrique ¢, et une partie anti-
symétrique w :

grad (PoP) = 2 (grad (PoP1) + grad” (PoP1)) + 2 (grad (PoP1) - grad” (PoP1))  (15)

& [

ou T estle symbole de transposition. On peut ainsi réécrire 1’équation II1.3 sous la forme :
QO_Q] = Po_jjl + S.dPQ_l)Dl + (x).dPQ_l)jl = Po_jjl + S.dPQ_l)Dl + @ A dPO__l)j] (HI6)

dans laquelle & est le vecteur adjoint au tenseur antisymétrique? w, défini par :

Wy =0, B
2w =4 Uz;—wy =rotPyPq (II1.7)
Uy — Uy

Pour interpréter physiquement 1’équation II1.6 en considérant les cas suivants :

—w = & = 0.1l reste Q;Ql = P(ﬁ?l, et donc tous les points Q de dV subissent le méme
déplacement (de translation).

—&e=0et Po_I)Jl = 0. Il reste QJQl =W A dPo_l)%, et donc tous les points Q de dV subissent une
rotation de ||| autour de I’axe porté par @ (car ||@]| < 1).

- w=0et P0731 = 0. Tl reste QO_Q1 = s.dPo_l)%, ce qui correspond a une déformation pure de
dV puisque les termes précédents définissent son déplacement (translation et rotation).

En combinant tout ce qui vient d’étre dit, nous pouvons énoncer le :

RESULTAT I1.1.1: Au cours d’'une déformation d"un milieu continu, un volume élémentaire
dV centré en Py dans la configuration de référence et en P; dans la configuration actuelle
subit :

— une translation de vecteur PoP; (qui est le déplacement £ du point P),

— une rotation d’axe &, d’angle ||| autour de P avec 24 = r0tPoPy,

— une déformation pure caractérisée par le tenseur symétrique & :

e= 5 (grad (PoPy) + grad” (PoP1)) (I1Ls)

Ce résultat nous permettra de bien comprendre les déplacements des sections droites dtis
aux efforts intérieurs. Abordons maintenant quelques rappels concernant le tenseur des
contraintes.

IIL.1.2 Energie et loi de comportement

La loi de comportement est le lien entre le tenseur des contraintes o et le tenseur des
déformations e. On se limite ici a 1’élasticité linéaire, pour laquelle la loi de Hooke s’écrit :

o= ATr(e)l +2ue (II1.9)

2ce vecteur adjoint est défini par .7 = & A 7 pour tout vecteur 7
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CHAPITRE III. ETUDE DES DEPLACEMENTS

ou A et u sont les parametres de Lamé. On peut bien entendu inverser cette relation et
exprimer ¢ en fonction de o :

_T+v

‘7

ol cette fois E et v sont respectivement le module de Young et le coefficient de Poisson. Il faut
bien comprendre que 1’élasticité linéaire est caractérisée par deux parametres caractéristiques
du matériau seulement. Par suite, connaitre le couple (E, v) ou le couple (A, u) est équivalent,
car on peut passer de l'un a 'autre via les formules :

G- %Tr(a)l (IT1.10)

_ pBA+2p) A _E B vE
B TR Ty e VR s TC BT UL 0 T s (IL11)

Notons que u est souvent noté G et s’appelle module de cisaillement. Les contraintes
provoquant au sein du solide des déformations, le solide emmagasine ainsi une énergie
de déformation W appelée énergie potentielle élastique. Cette derniere est définie par sa
densité volumique :

dw 1 1
Ty = 501855 (oxxexx + Oyyeyy + 0zzezz7 + 20xyexy + 20xzexz + 20yzeyz)  (1112)

ol nous avons projeté o et & dans le repere local principal X, Y, 7).

III.1.3 Théoreme d'intégration du champ de déformation

Pour résoudre un probleme de MMC (c’est a dire trouver le déplacement &, les déformations
¢ et les contraintes ¢), on peut adopter deux stratégies : la résolution en déplacement
ou la résolution en contrainte. Tres schématiquement, la résolution en déplacement s’ap-
puie sur une expression “inventée” du déplacement é_), que l’on soumet aux équations de
Navier (équations d’équilibres traduites en terme de déplacement). On déduit ensuite les
déformations ¢ et les contraintes o. Pour la résolution en contrainte, on soumet une forme
“inventée” de tenseur des contraintes aux équations d’équilibre, pour ensuite en déduire les
déformations et le déplacement. Les deux méthodes semblent analogues, mais il existe une
différence fondamentale entre elles : pour une résolution en déplacement, on peut déduire &
et o par dérivation, comme le montre la chaine de calculs symbolique :

E 5 e > o0 (IIL.13)
—— ~——
A Hooke

Le fait de dériver ne pose pas de probleme. En revanche, pour la résolution en contrainte, &

se déduit de & par intégration d’un systeme différentiel, dont la solution exige la vérification
de certaines conditions :

c > & —» & (IIL.14)
N—— N——
Hooke f

Ces conditions font 1’objet du
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1I1.2. ETUDE DE L'EFFORT NORMAL

RESULTAT II1.1.2: L'équation 2¢ = gmd§+ gradTé_)pour ¢ donné admet une solution en &
si les équations de compatibilité cinématique sont satisfaites :

€ijkk + €kk,ij — €ikkj — €jk,ik = 0, Vv i,j =1..3, sommeenk (HI.15)

o
Si le matériau vérifie la loi de Hooke et est soumis a une densité volumique de force f, on
peut réécrire ces équations a ’aide du tenseur des contraintes, ce qui constitue les équations
de Beltrami :

1 1% ..
AOZ']' + makk,ij + fl’] + fj,i + mfk’k(sij =0 Vv ,]= 1..3, somme en k (11116)

Les conditions de compatibilité cinématique (ou de Beltrami) sont les conditions d’existence
du champ & pour & donné. Il faut les vérifier quand on adopte une résolution en contrainte.

II1.1.4 Méthode d’obtention du champ de contrainte

Revenons a la RDM et évoquons les équations générales qui régissent le tenseur des

contraintes (nous développeronsici une approche en contrainte en précisant laméthodologie,

mais pas tous les calculs). Le champ de contraintes doit donc vérifier :

— O l'équation d’équilibre dive =0 (on néglige ici les forces volumiques, soit f_): 0).

— DO les équations de Beltrami III.16 (puisqu’on fait une résolution en contrainte)

— les conditions limites qui seront de deux types : (i) U les conditions limites sur le tour
d’une section droite X indiquant que le bord de la poutre est libre de contraintes, et (ii)
[0 les conditions de résultantes indiquant que l'intégrale des composantes du tenseur des
contraintes doivent coincider avec les efforts intérieurs (voir le résultat 11.3.1).

Résoudre complétement le systeme proposé n’est pas I’objet de ce cours. Nous allons détailler

les calculs dans le cas de I'effort normal pour bien marquer la méthodologie, mais nous

passerons les calculs pour les autres cas.

I11.2 Etude de l’effort normal

II1.2.1 Poutre de section rectangulaire

Envisageons une poutre de section rectangulaire sollicitée de telle sorte que les efforts
intérieurs se réduisent a de l'effort normal N = F (voir figure II1.2). Cherchons une solu-

Fic. II1.2: Poutre de section carrée soumise a une traction simple.
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CHAPITRE III. ETUDE DES DEPLACEMENTS

tion en contrainte sous la forme :

oxx(X,Y,Z) 0 0
o=|0 00 (I1.17)
0 00

Les conditions limites O s’écrivent 0.7 = 0 avec i1 la normale au contour de T (77 = Y ou Z).
Comme 7i n’a pas de composantes sur X, elles sont donc trivialement vérifiées. L’équation
d’équilibre [ impose :
8GXX
X
Les équations de Beltrami [J, compte tenu de oy = oxx (sommation en k) impliquent que (on
écrit ces équations sous forme de matrice pour i et j variant de 1 a 3, voir 1'équation II1.16) :

=0 = oxx=0xx(¥,72) (II1.18)

Aoxx 0 O OXX,XX OXXXY OXXXZ 0 0O
0 0 0 |+ m OXXYX OXXYY OXXYZ =10 0 O (11119)
0 00 OXX,ZX OXXZY OXXZZ 0 0O

soit :
aZUXX _ (92UXX _ 820XX

aY2 972 JYIZ
Pour obtenir la valeur des constantes a, b, et ¢, on applique les conditions limites [J :

=0 = oxx=a+bY+cZ (IT1.20)

N = f oxxdYdZ =a f dYdZ +b f YdYdZ +c f ZdYdz (IIL.21)
x x x X
S =0 =0
My = 0= f ZoxxdYdZ = a f ZdYdZ +b f ZYdYdZ +c f 72dydz  (11.22)
X x x X
=0 =Iyz;=0 =y
-M; = 0= f YoxxdYdZ = a f YdYdZ +b f Y?dYdZ +c f YZdYdZ  (II1.23)
)y X X X
=0 ZIZ ZIYZZO

(le terme Iyz est nul car on est dans le repere local principal) ce qui conduit a :

N N
5 b=c=0, etdonc oxx = 3 (I11.24)

La loi de Hooke nous permet alors d’obtenir I'expression du tenseur ¢ :

a =

oo 0
e=|0 -® 0 (II1.25)

N

0 0 —

Le champ de déplacement (1, v, w) vérifie donc le systeme (voir I"équation II1.8) :

W _N N N
0X ES’ dY ES’ 0Z ES’
Ju Jdvu ou Jdw Jduv Jw
W-Fﬁ_o’ ﬁ-i_ﬁ_o’ ﬁﬁ'w—o (11126)
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1I1.2. ETUDE DE L'EFFORT NORMAL

qui s’intégre assez facilement sous la forme :

N vN vN
U= EX +ox(Y,Z), v= _EY +ov(X, Z2), w= —EZ +¢z(X,Y) (IIL.27)

- -
avec ¢ un champ de moment quelconque. Le vecteur ¢ rend compte d’'un mouvement

d’ensemble (translation et rotation). On peut prendre qg) nul si on considere que le repeére

(G, )_(), 17, Z) est entrainé dans ce mouvement d’ensemble. Si on considére un point Py(X, Y, Z)
devenant P sous l'effet des sollicitations, nous avons donc, d"apres la section II1.1.1 :

> N vN vN

PoPy = [—X -=Y -—=

ES ES ES

On peut donc dire que I'effort normal est la source d"une translation pure des sections planes

Y, car le terme de rotation est nul. Pour finir, écrivons que 1’énergie potentielle stockée dans

un trongon dX de poutre est ici égale a :

1 - - -
z] et @ = rotPoPy = 0 (IT1.28)

1 1 1NN
AW = EO' cedV = EO—XXEXXdV = EEESdX (11129)
d’oti, pour toute la poutre :
%21 N2
W= = —=dX 111.30
J, 3% o

II1.2.2 Poutre de section quelconque

Nous venons de caractériser la répartition des contraintes dans le cas d"une poutre droite
de section constante en traction (ou compression) pure. Généraliser ce résultat au cas d'une
poutre de section quelconque est un travail qui sort du cadre de ce cours, et nous allons ad-
mettre que les résultats vus pour la section carrée restent vrais pour une section quelconque.
Par conséquent, si X et I’ sont des sections droites situées respectivement a 1’abscisse curvi-
ligne s et s + ds, énongons le

RESULTAT I11.2.1: Si le seul effort intérieur non nul est effort normal N, alors
— la seule composante non nulle du tenseur des contraintes dans le repére local principal est
oxx, donné par

N
oxXx = g (HI.31)
— On déduit que les composantes non nulles du tenseur des déformations sont :
N vN
EXX = E—S, Eyy = &zz = —VEXX = —E—S (HI.32)

— le déplacement de L' par rapport a L est une translation de vecteur AN donné par:

N

dA = E—SdsX (II1.33)
— I'énergie potentielle élastique emmagasinée dans le trongon ds est :
1 N?
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CHAPITRE III. ETUDE DES DEPLACEMENTS

Notons que I'équation II1.33 peut étre vue comme une différentiation de II1.28 pour le centre
de gravité G de X, pour lequelona Y = Z = 0.

II1.2.3 Synthése de la méthode

Nous avons mis en exergue (dans le cas de I’effort normal) la méthodologie qui permet de
résoudre totalement le probléeme mécanique :

1. calculer le champ de contrainte ¢ en vérifiant les conditions [, I, [, et [J.

2. en déduire le champ de déformation € en appliquant la loi de Hooke.

3. endéduire le champ de déplacement 5_) par intégration de ¢ (la solution existe forcément
car o vérifie les équations de Beltrami).

4. calculer I'énergie potentielle W emmagasinée dans la poutre.

La méthodologie étant présentée, il convient désormais de traiter le cas de tous les autres
efforts intérieurs. La encore, pour éviter la présentation de résultats qui sortiraient d"une
introduction a la théorie des poutres, les calculs sont omis et on ne présente que les résultats
clés.

I11.3 Etude du moment de flexion

II1.3.1 Poutre de section rectangulaire

En étudiant une poutre identique a celle représentée dans la figure III.2, mais sollicitée
maintenant en flexion autour de ’axe Z, on peut montrer que 1’on a désormais :

(X2 + (Y2 — 72)) %Yz] (IIL.35)

Mz Mz
XY EL

PoPy = |-
071 [ El, 2EL,

(on rappelle que I7 est le moment quadratique principal autour de Z) et:

5 15 = vMyz Mz ]
= —rotPoby = | X227 0 2Zx 111,
@ = rote [EIZ O &, (I11.36)

Ainsi, pour une poutre en flexion pure, un trongon ds de centre G (caractérisé par Y = Z = 0)
—
subit une translation suivant Y de norme:

_ Mz
UG = 2EIZX (II1.37)

et une rotation w autour de Z : M p
- Yzy 2% (IT1.38)

CTELC T AX

L’hypothese de Navier-Bernoulli est donc vérifiée puisqu’une section droite X reste orthogo-
nale a la fibre moyenne pendant le mouvement. Une représentation schématique de la fleche
v(X) et de la rotation w(X) pour une poutre encastrée et soumise a une flexion est donnée
dans la figure II1.3. Soulignons enfin que la courbure est liée au moment de flexion par :
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II14. ETUDE DE LA TORSION (POUTRE CYLINDRIQUE DE REVOLUTION)

Y _du
. )¢
Z

Fic. II1.3: Poutre plane encastrée soumise a une flexion.
dw d2Z)G MZ
-6 _TZ 111.39
dX dX% Ely ( )
Pour finir, I’énergie de flexion emmagasinée dans la poutre vaut
Xz 1 M
dW = 111.4
f 2El, Z ( 0)

III.3.2 Poutre de section quelconque

Comme nous l'avons fait pour l'effort normal, nous étendons ici les résultats obtenus pour
une poutre droite de section X a une poutre de section quelconque. Pour tout trongon ds
situé entre T (abscisse curviligne s) et X’ (abscisse curviligne s + ds), on peut donc retenir le

RESULTATIIL3.1: SiM = Myf + MZZ, moment de flexion, est le seul effort intérieur non
nul, alors

la seule composante non nulle du tenseur des contraintes dans le repére local principal est
oxx, donnée par

Mz My
oxXx = —=Y+
I, Iy

On déduit que les composantes non nulles du tenseur des déformations sont :

Yz (IT1.41)

o
EXX = 5, €Yy = €27 = ~Vexx (I11.42)

le déplacement de Y par rapport a T est une rotation de vecteur d@ donné par :

- - - MY MZ
do =d da —XasY + =Zds7 I11.43
w Wy +dwyz = EL, + El, ( )
— U'énergie potentielle élastique emmagasinée dans le trongon ds est :
1My 1M

II1.4 Etude de la torsion (poutre cylindrique de révolution)

On considére maintenant la torsion d"une poutre cylindrique de révolution (voir figure I11.4).
On admettra que I'on a désormais :
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k&

—MX \\\\\\\ ? ‘\\\\\\
\
u G }

Fic. I11.4: Poutre circulaire soumise a une sollicitation de torsion.

- MXTX
PoP1 =10 0 111.45
obi=0 = 9] (IIL.45)
avecr = Y2+ 72 et:
- 15 - _ MX MX ]
@ = 2rotP0P1 = [ 5 GIXT 0 _GIXX (I11.46)

ou G est le module de cisaillement. Si la poutre n’est pas de révolution, il convient de
remplacer Ix par J, coefficient géométrique dont 1’expression est difficilement accessible de
maniére analytique. La résolution du probléme de RDM associé a une poutre de section
quelconque sollicitée en torsion est trop complexe pour étre abordée (méme évoquée!) dans
ce cours. Donnons simplement quelques éléments qui illustrent cette complexité. On peut
montrer que dans le cas le plus général, le champ de déplacement (1, v, w) a la forme :

1
u=z0Y2), v=-57XZ, w=-XY (I1.47)

ou U on remarquera que le moment quadratique Ix a été remplacé par le coefficient
géométrique |, et 0 D(Y,Z) est la fonction de gauchissement, qui est non linéaire. Cette
fonction traduit un couplage entre le déplacement u suivant X et les coordonnées d’espace
Y et Z. Cela signifie que les points d"une section droite peuvent se déplacer suivant I’axe X.
Le gauchissement est une notion délicate a modéliser, si bien que nous n’en dirons pas plus
dans ce cours.

Si on se limite, pour simplifier, au cas d’une poutre cylindrique de révolution, on peut
retenir que la résolution complete du probléme de RDM est possible. Ainsi on admettra
les expressions des champs de contrainte et de déformations ainsi que 1'énergie regroupées
dans le

RESULTAT I11.4.1 : Si My, moment de torsion, est le seul effort intérieur non nul, et si la
poutre sollicitée est cylindrique de révolution, alors
— la seule composante non nulle du tenseur des contraintes dans le repére local (@, ep, )2) est

oxe, donnée par

oxe = ]&T (11148)
Ix

— On déduit que la seule composante non nulle du tenseur des déformations est :

1+
Exo = E VOXQ (IH.49)
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— le déplacement de ©' par rapport i ¥ est une rotation de vecteur did donné par :

> MX 7
dao = Cly dsX (II1.50)
— I'énergie potentielle élastique emmagasinée dans le trongon ds est :
1M

II11.5 Etude de l'effort tranchant

La résolution complete est encore plus complexe que les précédentes. Sans rentrer dans les
détails, on fait appel au théoreme de la coupure, qui permet d’élaborer une théorie approchée
de I'effort tranchant. D’autre part, nous verrons que dans la pratique, les déplacements dtis
a l'effort tranchant sont tres petits devant les autres, ce qui n’encourage pas 1’élaboration de
théories fines destinées a la description de ce type d’effort intérieur. En rappelant que X et X
sont les deux sections droites situées aux abscisses curvilignes s et s + ds, nous admettrons
simplement ici le

RESULTATIIL5.1: SiT = TyY) + TZZ, effort tranchant, est le seul effort intérieur non nul,

alors
— le déplacement de Z' par rapport a X est une translation de vecteur dA donné par:
ra TY — TZ -
dA = ky cS asY + kz co dsZ (I11.52)
— I'énergie potentielle élastique emmagasinée dans le trongon ds est :
1L 01T
AW =| zky—== + —kz—==|d 111.53
[2YGS+2ZGS ; (ItL.53)

Dans ce résultat, ky et ky sont les coefficients de section réduite. Ils sont déduits de la théorie
approchée de l'effort tranchant, et on peut montrer qu’il valent par exemple 6/5 pour une
section rectangulaire, et 10/9 pour une section circulaire. Il est temps de résumer ce qui vient
d’étre dit dans deux formules clés : les formules de Bresse.

II1.6 Sollicitations combinées : formules de Bresse

Dans les sections précédentes, nous avons présenté séparément les contraintes, déformations,
déplacements et énergies liés a chacune des quatre sollicitations simples : effort normal,
moment fléchissant, moment de torsion et effort tranchant. Nous examinons maintenant
le cas général ol chaque section droite est soumise aux quatre types de sollicitations®>. On

3il est possible de combiner tous ces effets grace au principe de superposition, valable ici du fait de la linéarité
des équations.
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Y

A

ds

Fic. IIL.5: Représentation schématique des quatres formes d’efforts intérieurs.

considére donc un trongon de poutre d’épaisseur ds compris entre les sections droites X(s) et

Y/(s + ds). Imaginons que cette tranche soit décomposée en feuillets infiniment minces, voir

figure IIL.5.

— Sous l'action de l’effort normal N, tous les feuillets voient leur épaisseur multipliée uni-
formément par (1+ exx), avec exx = % Y’ subit (par rapport a L) une translation parallele
a I’axe longitudinal, de vecteur directeur :

- N -
dR = z=dsX (IT1.54)

— Sous l'action de l'effort tranchant Ty, les feuillets glissent les uns sur les autres, pa-

rallelement & GY. ¥/ subit (par rapport a X) une translation paralléle a GY de vecteur
directeur :

- _ ﬂ - . - _ Z -
dA = ky cS dsY (pour Tz : dA =kz co dsZ) (IT1.55)

— Sous l'action du moment fléchissant Mz, les feuillets tournent les uns par rapport aux

autres, autour d’axes paralleles a GZ, ce qui a pour effet de comprimer certaines parties et
de tendre les autres. Y’ subit (par rapport a X) une rotation de vecteur :

dis = Y2457 (pour My : d = Aﬂdsf) (I11.56)
El, Ely

— Sous l'action du moment de torsion My, les feuillets tournent les uns par rapport aux
autres autour de l'axe GX. ¥/ subit (par rapport a X)) une rotation de vecteur :

da = Aé—;(ds)_() (] = Ix pour une poutre cylindrique de révolution) (IIL.57)
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On peut “regrouper” toutes ces observations dans des équations uniques, en considérant 3
sections X située en s; et centrée en Gq, L située en s et centrée en G, (avec sy < sp), et Z en
s centrée en G (avec s; < s < sp). On note @1, @, @, les rotations et Ay, A, A, les translations
des sections X1, X, et X».

Notons maintenant que le mouvement de X, par rapport a I résulte de deux contributions :
0 un mouvement d’ensemble di a la rotation de Z; (si Z; se déplace, elle entraine tout le
trongon X1, avec elle), et [ un mouvement dii a la déformation de la poutre. Commengons
par O : on admettra ici qu'un déplacement d’ensemble peut étre défini par un torseur de
déplacement

{7} :{ /aé } (I11.58)
Gy

si bien qu’on aura, d’apres la formule de changement de point :
G =a) et Ar=A;+aAGGy (I11.59)

On notera que le torseur des déplacements introduit ici n’a rien a voir avec le torseur des
efforts intérieurs. Pour le terme [J, notons qu'un trongon ds situé autour du point G lui méme
situé en s subit une rotation dd telle que :

ch’_My—» Mz > Mx >
= EIYY+ F 2 G]X (I11.60)

ce qui va induire une translation de G telle que :

d/\_)Z N 5 i TZ = My = MZ - MX - >
2 X kY k=27 + | Y + =27+ 2 X A 1161
ds ~ES”"Gs TYGs (Ely TP R (IL.61)

dK =
& o

En regroupant toutes ces équations pour une poutre cylindrique de révolution (J = Ix), eten
intégrant sur tout le trongon de poutre Z; X5, on peut donc énoncer le

RESULTAT I11.6.1: Les formules de Bresse relient les translations et les rotations de deux
sections droites X1 et Xy par:

2 My>s Mz=> Mxo
7 = @1 + —Y+—Z+—X)d 111.62
w2 = @1 l (EIY L - e )" (62
— — - 52 N—) Ty—) Tz—)
Ar = A1+ 01 AG1Gy + (—X+k —Y+k —Z)d+
2 1T W 162 L ES YGS ZGS s

52 MY - MZ - MX - >,
iV L7+ ZER) A GG |ds e
fsl [(Ely El,” " GIx ) 2|5 (I165)

On se souviendra que le terme de torsion exige que la poutre soit cylindrique de révolution.m
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Ces équations sont tres utiles en pratique : elles permettent le calcul de & et Kz lorsque les

efforts intérieurs et @] et Kl sont connus. Elles permettent aussi, dans certains cas, de calculer
les inconnues hyperstatiques figurant dans les expressions des composantes de {77,;} lorsque

’ PYRE e
I’on connait wy, w, ou/et A1, As.

De maniére analogue, on peut également regrouper toutes les contributions de I'énergie vues
dans ce chapitre en énongant le

RESULTATI11.6.2 : L'énergie emmagasinée par la poutre entre les sections X, et X, est
donnée par :

W=~ — thky—=+kz—=+—+="—+—="1|d I11.64

2fsl [ES YGs T **Gs T El, " El, © GIx )™ (HL.64)

Nous appliquerons les formules de Bresse sur un exemple qui sera présenté a la fin du
chapitre IV. Pour finir ce chapitre, il estimportant de souligner qu’en pratique, la contribution
des efforts tranchants Ty et Tz dans la déformation de la poutre est petite devant celles dues
a l'effort normal et aux moments de flexion/torsion. Par conséquent, on pourra retenir qu’il
est coutimier de négliger la contribution due aux efforts tranchants Ty et Tz dans les
formules de Bresse et dans le calcul de I’énergie W.
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CHAPITRE 1V. ENERGETIQUE DES STRUCTURES

Nous avons vu comment calculer les déplacements et rotations des surfaces planes a partir
des efforts intérieurs. Tres souvent, on peut compléter la résolution d"un probleme de RDM
par quelques résultats concernant 1’énergie emmagasinée dans la structure. Cette énergie
permet, via la dualité entre force et déplacement, de calculer certains déplacements ou forces
lorsque les formules de Bresse sont lourdes a appliquer.

IV.1 Notion de degrés de liberté

Considérons une structure isostatique ou hyperstatique liée a un bati. Appliquons a cette
structure un chargement progressif qui I'amene de 1’état d’équilibre initial (0) a 1’état
d’équilibre final (1). En faisant ’hypothese que les liaisons ne peuvent ni dissiper ni emma-
gasiner de 1'énergie, le travail T fourni par les forces extérieures se convertit intégralement
en énergie potentielle élastique W emmagasinée dans la structure. On a alors :

W=T (IV.1)

Supposons que les forces extérieures données sont ponctuelles et que le comportement de
la structure est linéaire. Les forces extérieures données passent progressivement de zéro aux
valeurs finales F;. Soit :
— 1; le vecteur unitaire d’un axe portant F; (i = 1,2, ..., n).
— F; la mesure algébrique de F; sur cet axe
— g; le déplacement algébrique de P;, point d’application de F_;-, suivant 1.
Compte tenu des hypotheses, les déplacements sont des fonctions linéaires homogenes des
F; et on peut écrire :

qi = CijF; (Iv2)

ou C;; sont les coefficients de souplesse ou d’influence. Ces coefficients dépendent des sens,

directions et points d’application des F,, mais pas de leur intensité. Calculons le travail T
de ces forces extérieures : soit pF; les valeurs des forces extérieures données dans un état
intermédiaire entre (0) et (1), avec 0 < p < 1. En passant des valeurs pF; aux valeurs (p+dp)F;,
on a un déplacement des points d’applications P; des forces égal a (p + dp)q; — pgi; = dpg;. Le
travail dT correspondant est donc dT = F;q;pdp. Par intégration pour p € [0; 1], on obtient :

1 F1
“[F, .. FJcC| .. (IV.3)
2 F

n

1 1
T = EFiqi = ECUFlF] =

Nous venons de raisonner sur des forces ponctuelles et des translations subies par leur point
d’application. Tous les résultats demeurent valables si F; désigne un moment appliqué sur
une partie P; de la structure et g; la rotation de P; autour de I'axe du moment. On dit alors
que F; sont les forces généralisées et g; les déplacements généralisés. L'inverse de la matrice
de souplesse C est la matrice de raideur ou de rigidité, notée K, et vérifiant :

1 1 1
F; = Kl]q] = T= EFiqi = EK”W] = E[ql qn]K (IV4)
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1V.2. THEOREME DE CASTIGLIANO

F1G. IV.1: Poutre encastrée-libre sollicitée en traction/flexion. L'allure de la déformée
est en pointillés.

IV.2 Théoréme de Castigliano

Le théoreme de Castigliano exprime la dualité des déplacements g; et des forces F;. Il s’énonce
simplement :

THEOREME IV.2.1: (de Castigliano) : Les déplacements q; peuvent étre calculés par :

IW
qi = ﬁl 1= 1,2,...,71 (IVS)
i

si W est exprimée en fonction des F; uniquement. Réciproquement, les forces F; sont données

par:
IW

Fi=—, i=12,..,n (IV.6)
8qi

si W est exprimée en fonction des g; uniquement. ]

Ce théoreme est d'un intérét fondamental, car il permet le calcul d"un déplacement généralisé
ou d’une force généralisée si on connait son dual. Pour clarifier les notions présentées dans
tout le début de ce chapitre, présentons le cas d"une poutre AB encastrée-libre sollicitée en
traction/flexion a son extrémité B par une force F= F,X et un moment M =Mz (voir figure
IV.1). Nous laissons le soin au lecteur de montrer que les efforts intérieurs sont donnés par
(on prendra un repere local principal identique au repere global) :

NG&x)=F, Ty(x)=0, Mz(x)=M (IV.7)

L'énergie stockée dans la structure s’écrit donc (voir 1’équation 111.64) :

1 (M2 M2 F2L ML
W== ST dx = X e IV.
2 fo (ES i EIZ) * = 2E5 T 2EL (1v8)

Notons u, le déplacement horizontal de B (associé a I’effort Fy), et O la rotation de la section
droite située en B, associée a M. On peut déduire du théoréme de Castigliano :
JW  F.L JW ML
= —= — = = —-— IV
“=5r T Es YT oM Eg (Iv-9)
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Ces résultats peuvent encore s’écrire sous la forme matricielle :

L
e\ (g O )( F, )
= L (IV.10)
(9 ) (0 m ]\ M
———— ————
qi C F;

dans laquelle on identifie le vecteur des déplacements généralisés g;, la matrice de souplesse
C, et le vecteur des forces généralisées F;. On remarquera que 1'égalité :
1
W= ECijFiFj (IV11)
estbien vérifiée. Nous allons maintenant aborder le deuxieme grand théoreme del’énergétique
des structures, qui va nous permettre de résoudre le cas des structures hyperstatiques.

IV.3 Théoréme de Ménabréa

Soit une structure S hyperstatique de degré n, soumise a des forces extérieures Fy, F»,...,Fy,.
Nous avons vu que les équations d’équilibre permettent d’exprimer toutes les réactions de
liaisons en fonction du chargement et de n d’entre elles, dites réactions hyperstatiques,
notées par exemple Ry, Ry, ..., R;;. Chacune de ces réactions est associée a un degré de liberté
qu’elle bloque au niveau de son point d’application. On peut alors énoncer la

DEFINITION IV.3.1: Le systéme isostatique équivalent est obtenu en libérant les n degrés
de liberté associés aux n réactions hyperstatiques R;, et en considérant que ces réactions
hyperstatiques sont des forces extérieures ne travaillant pas. ]

L'intérét de cette structure isostatique équivalente est illustré par 'énoncé du

THEOREME IV.3.1: (de Ménabréa) : il s’agit de 'application du théoréme de Castigliano
a la structure isostatique équivalente : 'énergie potentielle élastique W de la structure
isostatique équivalente étant exprimée en fonction des forces extérieures F; (i = 1,..,m) et des
réactions hyperstatiques R; (i=1,.,n),ona:
oW
— = 1=1,2,.. vi2
R, - =12 (IV.12)

Ce théoreme, qui traduit que les déplacements généralisés associés aux réactions hyper-
statiques sont nuls, fournit ainsi les n équations supplémentaires qui permettent de lever
I'hyperstaticité. On déduit la méthodologie permettant de calculer totalement une structure
hyperstatique :

1. écrire les équations d’équilibre, et identifier le degré d’hyperstaticité n

2. choisir n réactions de liaisons R;, et exprimer toutes les autres en fonction de celles-ci
3. toujours en fonction des R;, calculer les efforts intérieurs
4

. en déduire I'énergie totale W emmagasinée dans la poutre
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5. appliquer le théoreme de Ménabréa pour obtenir n équations supplémentaires

6. résoudre totalement les équations.

IV.4 Exemple

Considérons la poutre encastrée-appuyée représentée dans la figure IV.2, chargée en un point
C par une force ponctuelle P= —Pyj, avec P > 0. On se propose ici de résoudre complétement
le probleme de RDM posé, et de chercher le point d’application C (donc la valeur de «) tel
que son déplacement vertical soit le plus important. On notera I = Iz le moment quadratique

"
autour de 'axe Z.
1. orienter la poutre, et définir son abscisse curviligne s. On peut choisir une orientation

de A vers B. Ainsi 'abscisse curviligne s coincide avec x, position d"un point courant
G appartenant a la fibre moyenne.

2. identifier la nature des liaisons, et écrire les torseurs associés. Nous avons ici une liaison
encastrement en A, qui bloque la rotation autour de 'axe Z et les translations suivant ¥
et /. Le torseur de liaison en A s’écrit donc :

XaX+ Yay
IR A AY
(T4} = { M2 }A (IV.13)

La liaison en B est de type appui simple. Elle laisse libre la rotation autour de 7 ainsi
que la translation suivant X, mais bloque la translation suivant . Le torseur de liaison

B s’écrit donc :
Y -
[Tk = { By } (IV.14)
0 Jp

Les inconnues du probleme sont donc X4, Y4, My, et Y.

3. identifier les chargements, qu’ils soient ponctuels ou répartis. Nous avons ici un char-
gement ponctuel en C, s’écrivant :

(TE) = { _?7 }C (IV.15)
car Mﬁ,c = CCAP=0.
i B Y
A C 711G X B
) al I : (1-a)L g

Fic. IV.2: Poutre encastrée-appuyée chargée ponctuellement en un point de sa fibre
moyenne. L'allure de la déformée est représentée en pointillés.
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4. ramener tous les torseurs au méme point (voir le résultat I.4.1). On choisit ici arbitrai-

rement le point A. On a donc:

YB]7 YBg) YB? YB?
Ly — = = — = - - = - .
Tyl = { J }B { ABAYsi [, \LEAYs7 f, T\ LYsZ [, (IV-16)

Cy, — _P]7 _ —Pi B _Pg’ ~ _Pg,
{7¢) ‘{ 0 }C _{ AC A (=P7) }A _{ aLX A (=PY) }A —{ _PulZ }A (IV.17)

. écrire effectivement le principe fondamental de la statique (equation 1.10) :

(T T+ T8 ={0) (IV.18)
—_———— ——
liaisons chargement ponctuel

soit :
X A)? + YA]7 YB]7 —P]7 _
{ MaZ } L { LYg? [, 7\ ~Palz [, T {0} (IV-19)
En identifiant les composantes des résultantes et des moments, nous arrivons aux 3
équations indépendantes :

X4 = 0 (IV.20)
Yi+Yg—P = 0 (IV.21)
Ms+LYg—alP = 0 (IV.22)

Il y a 3 équations et 4 inconnues donc le systeme est hyperstatique extérieurement de
degré4 -3 =1.

. Choisissons pour inconnue hyperstatique Y, que nous noterons désormais X, et ex-

primons toutes les inconnues en fonction de X :

X4 = 0 (IV.23)
Y, = P-X (IV.24)
Ms = alP-LX (IV.25)

. calculons les efforts intérieurs, on considérant les deux cas suivants.

[0 trongon [AC], soit x € [0, aL]. On peut utiliser la relation :
(Tint) = ~(Textoy) = —(T5) (IV.26)

I1 faut alors mettre en G I'opposé du torseur de la liaison située en A :

XAJZ)+ YAQ) Xait Yail
i) = — 7+ GA ANXaZ+Y =] Aaxtlay
{771’#} MAZ+ G ( Ax+ A]7) {(MA—XYA)Z—) c (IV27)
—xx G

et enfin, ne pas oublier de projeter dans le repere local principal, méme si dans le cas
étudié ici les reperes local et global coincident :

(Tint} = { ~XaX — YAl } = { (X—=P)Y R } (IV.28)
WYa-MDZ [ | @(P-X)-@LP-LX)Z |
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Par identification, nous déduisons les efforts intérieurs :
Nx)=0, Ty(x)=X-P, Mgz(x)=P(x—aL)+ X(L—x) (IV.29)

les autres efforts intérieurs étant forcément nuls car la poutre est plane. A ce stade, on
peut vérifier que les équations d’équilibre sont bien vérifiées (voir les équations I1.28,
11.29, et 11.30) :

é—f—%+pX=O, car R =+ooetpx =0 (IV.30)

dT N
d—SY+E+py:O, car R = +oo, Ty est constant, et py =0 (IV.31)
CU;I—SZ+TY+ Z_ddﬂn“y_zv X+X-P=0 (IV.32)

Ces équations “confirment” que le résultat trouvé semble correct.
0 trongon [CB], soit x € [aL, L]. On peut cette fois utiliser la relation :

{Tint) = (Textoan) = (T3} (IV.33)

Il faut alors mettre en G le torseur de la liaison située en B :

Yi/ oy
- v=] GB AY = BY
(Tt} (Ysy) { (L—DYs? }G (IV.34)
(L—x))? G

et enfin, projeter dans le repere local principal :

. YpY ~ XY
Tt =4 o oz f, 7\ ez )

Par identification, nous déduisons les efforts intérieurs :
N@x) =0, Ty(x)=X, Mz(x)=(L-x)X (IV.36)

et les équations d’équilibre sont la encore vérifiées.

. nous sommes désormais en mesure de calculer 'énergie W emmagasinée dans la
poutre. Pour ce calcul, on négligera la contribution due a I’effort tranchant. Comme
I'effort normal N est identiquement nul, on retiendra donc que :

W=x - —=ds = — P(x —alL) + X(L - dx+— (L- X]?dx (IV.37
[ s m g [ ety exiw-vP e g [ 10 0xPa (v
soit
L3 (P(P + X)a® — 3PXa? + X?)
W = — (IV.38)

. construisons le systéme isostatique équivalent. Remarquons que la réaction hyper-
statique X = Yp bloque la translation verticale de B. Nous allons donc libérer cette
translation et considérer que X est un effort extérieur ne travaillant pas (voir figure
IV.3). Le theoreme de Ménabréa permet d’écrire I'équation :
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7 P Y

A c 7Zc¢ X 3

- <—=> aW _

al (1-a)L T Xtelque 5% =0
F1c. IV.3: Systeme isostatique équivalent associé a la poutre encastrée-appuyée.
ow  L3(Pa® - 3Pa? +2X)
= =0 IV.39
X 6E] ( )
qui permet d’obtenir la valeur de X :
X =2 (3Pa® - Po) (IV.40)
5 .

10. pour calculer le déplacement vertical du point C, on remarque que ce déplacement est
le dual de la force —P. Il suffit donc d’appliquer le théoreme de Castigliano :

IW W
T ST (V4

en injectant ’expression de X dans W :

PP —4)(a-1)7a°

W= 24E]

(IV.42)

soit :

B L3P(a — 4)(a — 1)%a®
- 12EI
Onremarque quesia = 0 (A et C coincident) oua = 1 (B et C coincident), le déplacement

est nul, ce qui est cohérent car les liaisons encastrement et appui simple considérées ici
bloquent le déplacement en y. D’autre part, comme « est compris entre 0 et 1, on a bien

(IV.43)

vc < 0. La fleche maximale vc (pour P donné) est obtenue pour a = 2 — V2 ~ 0.586.

11. on peut recalculer ce déplacement par une autre méthode. Comme nous avons un
encastrement en A, la rotation et la translation d"une section plane X centrée en A sont
nulles :

-

wy=0 Ay=0. (IV.44)

D’apres les formules de Bresse (équations II1.62 et II1.63), dans lesquelles on néglige
toujours la contribution due a l'effort tranchant, il vient pour le point C :

O = an+ | =%Zds (IV.45)
. EI
- - N - MZ - -
Ac = Au+ay AAC+ [—z A GC] ds (IV.46)
Gejac) L EI
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soit, si on s’intéresse uniquement au déplacement :

al _ _ . .
AE = f(; [(P(x O(L)E-'I_ XL x))Z A (aL — x)X] dx

1 L

_ 1 _L3a2(X(a —3) +2Pa)
" EIJ,

6EI

[(P(x - aL) + X(L - x))(aL — )Y | dx = ( ) Y (IV47)

En injectant I'expression de X (équation IV.40), il vient apres factorisation :

L3P(a — 4)(a — 1)%a®
12E1

S ( L3P(a — 4)(a — 1)2a3) > v (IV.48)

Ac = 12EI Y = vovc=AcY=

et on retrouve bien la méme expression que dans I'équation IV.43.
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CHAPITRE V. ETUDE DES TREILLIS PLANS

V.1 Présentation générale

Lorsque la structure est composée de plusieurs barres (ou poutres) liées entre elles, on peut
se donner quelques hypotheses de travail qui viennent compléter les hypothéses abordées
jusqu’a présent. Ces nouvelles hypotheses permettent de simplifier (en terme de lourdeur
de calculs) la résolution du probleme de RDM qui a la base est complexifié par le (grand)
nombre de barres. Entrons donc dans le vif du sujet en énongant la

DEFINITION V.1.1: Un treillis plan est un assemblage de poutres planes reliées entre elles
en leurs extrémités qui constituent les noeuds du treillis. ]

Dans ce cours, on ne considere que des treillis plans donc on omettra dans la suite 1’adjectif
“plan”.Il convient de compléter la définition précédente par un certain nombre d’hypotheses,
qui restreignent notre champ d’application mais, comme dit ci-dessus, permettent de sim-
plifier la résolution :

O les liaisons avec l'extérieur sont réalisées au moyen d’articulations (=rotules planes), au
niveau des noeuds.

0O les forces extérieures sont appliquées aux noeuds

0 le poids propre des barres est négligeable devant les forces extérieures.

Ces hypotheses suffisent a la résolution du probleme de RDM qui consiste a déterminer les
réactions de liaisons, les efforts intérieurs dans les barres, et les déplacements des noeuds.
Pour identifier le type d’efforts intérieurs auxquels sont soumises les poutres, écrivons
I'équilibre d’une barre AB d"un treillis. Soient E 4 et F, B les résultantes des forces extérieures
appliquées en A et en B. Les torseurs de ces forces sont :

-

{ Ff } pour le point A, et { F+B } pour le point B, (V1)
0 ), 0 Jg

car aucun moment n’est appliqué aux noeuds (les rotules planes laissent les rotations des
barres libres au niveau des noeuds). L’équilibre de la poutre au point A s’écrit donc :

{Fﬁ‘} +{ s } - (0} (V.2)
0 [, T\ ABAEs f,

soit :

-

ﬁA+ﬁB:6 et ABAﬁgza (V.3)

Par conséquent, F, et Fp sont opposées et sont colinéaires a la direction de la poutre AB.
On retiendra donc que, compte tenu de nos hypothéses, toutes les barres du treillis sont
sollicitées en traction/compression, et que par conséquent le seul effort intérieur non nul
est I'effort normal N, qui est constant dans une barre donnée. Nous pouvons a présent
détailler les équations qui régissent 1’équilibre d"un treillis.
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V.2. EQUILIBRE DES NOEUDS

\
.
.
=

Y

Fic. V.1: Equilibre d’un noeud A dans un treillis.

V.2 Equilibre des noeuds

Considérons un noeud du treillis noté A. Ce noeud peut étre relié a un ou plusieurs autres
noeuds A; via des barres AA;. Notons F = XX + Y7/ la résultante des forces extérieures et de

liaisons appliquées en A. Notons encore ¢; I’angle polaire de A;ZL- et N; l'effort normal dans
la barre AA;, et iy 4, le vecteur unitaire de la barre AA;, orienté de A vers A; (voir figure V.1).
L'orientation de la poutre définit en un point G quelconque une coupure, donc une partie
amont notée (I) et une partie aval notée (II). L'équilibre du noeud A se réduit ici a I'équilibre
des forces puisque A ayant une dimension nulle (c’est un point), tous les moments en A des

forces s’exergant au point A sont de la forme AA A e, donc nuls. Notons maintenant que A
appartient a la partie amont de la poutre (la partie (I)) donc:

Foarreisa = s = Nitlaa, (V.4)

par définition du torseur des efforts intérieurs et de I'effort normal (le vecteur ti4 A, correspond
ici au vecteur X du repere local principal). On a ainsi, pour I'équilibre des forces :

ﬁ+ ZNiﬁAA[ = 6 (V5)
i

la sommation étant étendue a toutes les barres dont une des extrémités est le noeud A. On
peut projeter cette équation dans le repére global de la structure, et énoncer le

RESULTAT V.2.1: L’équilibre d’un noeud A (voirfigure V.1) se réduit aux 2 jeux d’équations :
X+ Z N; cos ¢;

i
Y+ ) Nsing;

i

0 (V.6)

|
e}

(V.7)

la sommation étant étendue a toutes les barres i dont une des extrémités est le noeud A. m

Nous avons exploité icil'information issue du principe fondamental de la statique. Il convient
a présent de “particulariser” le lien entre efforts et déplacements au cas des treillis.
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CHAPITRE V. ETUDE DES TREILLIS PLANS

V.3 Loi de comportement des barres

Pour calculer le déplacement des noeuds, nous allons écrire la loi de comportement des
barres. Pour ce faire, on fait appel a un résultat du chapitre III (voir la section I11.2.2). Nous
avions montré que, pour l'effort normal, toute section droite située a ’abscisse s subit une
translation

- N -
dA = ==dsX (V.8)

Si on se réfere a une des extrémités de la barre, le cumul des déplacements de toutes
les sections droites X coincide avec le déplacement de l'autre extrémité de la barre. Ce
déplacement est égal a I’allongement total AL. On peut donc écrire :

L
N NL
AL = fo E—Sds =Z5 car N est constant (V.9)

D’autre part, si on note (x;, y;) et (x ir yj) les coordonnées des points A; et A j» extrémités de la
poutre A;Aj, la longueur de la poutre L est donnée par :

L? = (xj — x;)* + (yj — vi)? (V.10)

Pour prendre en compte les déformations subies par le treillis, envisageons une petite varia-
tion de cette équation! :

2LAL = 2(x; — X)A(x) = %) + 2(y; = y)AW; - yi) (V11)

ou encore, comme 'opérateur de variation A est un opérateur linéaire :

Yi— X .
AL ="~ - “(Ax; — Ax)) + I 3 /i (Ay;— Ays) (V.12)
S—— ——
oS ¢j; sin ¢;;

Les variations Ax;, Axj, Ay;, Ay sont par définition les déplacements horizontaux et verticaux
des points A; et A;. Nous pouvons les noter respectivement u;, u;, v; et v;. On reconnait
également dans 1'équation V.12 les cosinus et les sinus de I'angle ¢;;. En identifiant les
équations V.9 et V.12, on peut donc énoncer le

RESULTAT V.3.1: La loi de comportement d’'une barre AjA; se réduit a I'équation :
NL .
(E_S)z] = (M] — U;) COS ¢Z] + (Z)] — vj) sin ¢Z] (V.13)

Cette relation est le lien entre 'effort normal N et le déplacement des extrémités. Pour
terminer cette section, indiquons que l'énergie totale W stockée dans la poutre est la somme
des énergies de compression stockées dans chacune des poutres. On peut donc énoncer le

on devrait en toute rigueur noter d a la place de A. Toutefois, ceci conduirait a des égalités entre termes
infinitésimaux et termes finis dans I'équation V.9. Comme nous avons clairement affirmé que 1’hypothese des
petites perturbations était valide, I'opérateur A fonctionne comme un opérateur de différentiation
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RESULTAT V.3.2: L'énergie totale W stockée dans le treillis est

1 v (N2L
W= EZ(E) (V.14)

la sommation étant faite pour toutes les barres i. ]

L'ensemble des équations permettant la résolution d"un treillis étant présenté, nous pouvons
conclure avec un bilan des équations et la méthodologie a adopter.

V.4 Bilan et méthodologie

Faisons un bilan des inconnues du probléme de RDM associé a un treillis. Soit b le nombre
de barre(s) qui constitue(nt) ce dernier, n le nombre de noeuds, et q le degré d"hyperstaticité
(éventuellement nul). Nous avons :

— 2n équations d’équilibre pour les noeuds,

— b équations de comportement pour les barres,

— 3 + g conditions imposées sur les déplacements nodaux par les liaisons extérieures.

soit un total de 2n + b + 3 + g équations. Détaillons un peu le dernier terme (3 +4). Il y a
au moins 3 conditions indépendantes sur les déplacements nodaux car il faut positionner
le treillis dans le plan %, i/ et 'empécher d’avoir un mouvement d’ensemble. Il faut donc
bloquer les deux translations d’ensemble suivant ¥ et i/ et la rotation d’ensemble autour de
Z. On peut montrer que d’une maniere ou d’une autre, ces trois degrés de libertés bloqués
se traduiront toujours par 3 équations sur les déplacements nodaux. Si désormais on rajoute
g réactions hyperstatiques, chacune de ces réactions bloque un déplacement, ce qui induit g
équations scalaires indépendantes supplémentaires, de la forme u = 0 ouv = 0.

En ce qui concerne les inconnues, nous avons a déterminer :
— 2n déplacements nodaux,

— b efforts normaux dans les barres

— 3 + g réactions de liaison extérieures.

Au total, il y a donc 2n + b + 3 + g équations pour trouver 2n + b + 3 + g inconnues, donc
la résolution du systéme (linéaire) peut se faire dans tous les cas. La méthodologie de
résolution sera la suivante :

1. numéroter les noeuds et les barres du treillis

2. identifier les conditions imposées sur les déplacements nodaux par les liaisons extérieures
3. écrire I'équilibre des noeuds (équations V.6 et V.7)

4. écrire la loi de comportement pour toutes les barres (équation V.13).

5. résoudre le systeme d’équations pour déterminer les déplacements nodaux (u;, v;), les
inconnues de liaisons R; et les efforts normaux dans les barres N;.
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CHAPITRE V. ETUDE DES TREILLIS PLANS

V.5 Méthodologie sur un exemple

V.5.1 Enoncé du probleme

On considere le treillis plan de la figure V.2.

>n2 i 5
!

B, Bs B3

Ny
=y

\a
> \,n4 > [

ni B4

yh
Fic. V.2: Treillis plan constitué de 5 barres B;,i = 1..5.

Le noeud 14 est soumis a deux forces extérieures F; et F, respectivement verticale et horizon-
tale. On donne L; = L3 = L et L, = L4 = 2L, ce qui implique que Ls = V5L et o = arctan(1/2).
Commencons par dresser le bilan des inconnues :
— les déplacements nodaux. Nous avons 4 noeuds donc 8 déplacements nodaux :

U1, 01, Uz, V2, U3, V3, Ug, Uy (V.15)
— les efforts normaux dans les barres :

N1,N2, N3, Ny, N5 (V.16)

— les inconnues de liaisons. Nous avons ici 2 liaisons articulations qui bloquent les transla-
tions des noeuds 71 et 1. Nous noterons donc les inconnues

X1,Y1,X5, Y2 (V.17)

Au total, il y a 17 inconnues a déterminer.

V.5.2 Equations de liaisons

Les liaisons articulations en 77 et n, permettent d’écrire directement :
uq ZO,Ul ZO,MZZO,UZZO (V18)

ce qui totalise déja 4 équations.
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V.5.3 Equilibre des noeuds

On peut désormais écrire 1'équilibre des noeuds; prenons comme exemple 'équilibre du
noeud 7. Il convient tout d’abord d’identifier les vecteurs directeurs (unitaires) des poutres
dont une extrémité est 7. On a ainsi :

- - - - - - . -
Uy =Y, Upny, =X, Upp, = Ccosax +sinay (V.19)
—— N—

barre 1 barre 4 barre 5

En appliquant I’équation (V.5) avec A = ny, et compte tenu du fait que les forces extérieures
coincident ici avec les réactions de liaison X; et Y1, on obtient :

X2+ Y19 + Niilyyn, + Niily s + Nyilyn, = 0 (V.20)

F L Nitlaa,
. N . I
soit, apres projection sur les axes X et i/ :

X1+ Ng+Nscosa=0 (V21)
Y1+ Nj; + Nssina =0 (V.22)

On procede de méme pour tous les noeuds, ce qui permet d’écrire :
— pour le noeud n; :

Xo+N =0 (V.23)
Yo-N; =0 (V.24)

— pour le noeud n3 :
Ny + Nscosa =0 (V.25)
N3 + Nssina =0 (V.26)

— pour le noeud ny :
F—Ny=0 (V.27)
—F1+N3=0 (V28)

Nous remarquons que nous avons identifié 8 équations supplémentaires, ce qui porte a 12
le nombre total d’équations écrites jusqu’a présent.

V.5.4 Loi de comportement des barres

IInous reste a écrire laloi de comportement des barres. De maniere analogue a précédemment,
prenons la barre By comme exemple. Si on oriente la poutre de n; a ny, alors nous avons
P12 = 1t/2. L'équation (V.13) avec i = ny et j = np permet alors d’écrire :

NiL

g - (up — uq) cos(1t/2) + (v — v1) sin(1t/2) = v, — 1 (V.29)
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Notons que l'orientation de la barre est totalement arbitraire. En effet, si on oriente de 1, a
n1, alors nous avons désormais ¢p; = 37t/2, mais le role de i et j (c.a.d. le role de début/fin)
est inversé. Ainsi, I'équation (V.13) avec j = nj et i = np devient désormais :

NiL

g = (11 — up) cos(37/2) + (v1 — vp)sin(37/2) = v, — V1 (V.30)

ce qui est bien identique a I'équation (V.29). On peut ainsi procéder de la méme maniere
pour les autres barres, et on obtient :
— pour la barre B :

2N,L
E; = U3 — Uy (V31)
— pour la barre B3 :
NsL
ML oo (V32)
— pour la barre By :
2N4L
E; = 1y — 1y (V.33)
— pour la barre Bs :
5NsL
\/;55 = (u3 — u1) cos a + (v3 — v1) sina (V.34)

L’équilibre des 5 barres fournit donc 5 équations supplémentaires.

V.5.5 Bilan et résolution numérique

Finalement, nous obtenons 17 équations qui permettent de trouver les 17 inconnues de notre
probleme. Le programme Mathematica'™ suivant permet de résoudre le systéeme linéaire et
de tracer la déformée du treillis (en rouge).

(* Valeurs numériques *)

a = ArcTan[0.5];
L=2;
Diam = 0.04;

S = Pi* Diam"2/4;
EYoung = 210 » 10"9;
ES = EYoung + S;

F1 = 10000;
F2 = 15000;
(* Définition des équations *)

eql :=X1 + N4 + N5 + Cos[a] ==
eq2:=Y1 + N5 #Sin[a] + N1 ==
eq3:=X2+N2 ==
eq4:=Y2-N1 ==

eq5 :=N2 + N5 * Cos[a] ==

eq6 :=N3 + N5+ Sin[a] ==
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eq7:=—-N4+F2 ==
eq8:=—F1+N3==0

eq9 :=N1#+L/ES==v2 - vl
eql0:=2+N2+L/ES ==u3 —u2
eql1:=N3+L/ES == v4 —v3
eql2:=2+N4+L/ES ==u4 —ul
eq13 :=Sqrt[5] * N5 * L/ES==(u3 — ul) * Cos[a] + (v3 — v1) # Sin[a]
eql4:=ul ==0

eql5 :=vl==

eql6 :=u2 ==

eql7 :=v2 ==

(*Résolution*)

systeme :={eql, eq2, eq3, eq4, eq5, eq6,eq7, eq8,eq9, eq10, eqll, eql2, eql3, eql4, eql5, eql6,eql7}
inconnues :={X1,Y1,X2,Y2,N1,N2,N3,N4,N5, ul, vl, u2, v2,u3, v3, u4, v4}

solution :=NSolve[systeme, inconnues]
solution

{{X1 — 5000., Y1 — 10000., X2 — —20000., Y2 — 0.,N1 — 0., N2 — 20000., N3 — 10000., N4 —
15000.,N5 — -22360.7,ul — 0.,vl — 0.,u2 — 0,v2 — 0.,u3 — 0.000303152,v3 —
—-0.00145364, u4 — 0.000227364, v4 — —0.00137785}}

(* Définition des noeuds Ai en configuration initiale avec le noeud 1 comme origine *)

A1 :={0,0}
A2 :={0,L}
A3:={2=+L,L}
A4 :={2+L,0}

(* Définition des noeuds Bi en configuration déformée (amplifiée) *)
ampli = 100;

B1 :=A1 + ampli * {ul, v1}//.solution[[1]]
B2 :=A2 + ampli * {u2, v2}//.solution|[[1]]
B3 :=A3 + ampli * {u3, v3}//.solution[[1]]
B4 :=A4 + ampli * {u4, v4}//.solution|[[1]]

Graphics][{
Line[{A1, A2}],
Line[{A2, A3}],
Line[{A3, A4}],
Line[{A4, A1}],
Line[{A1, A3}],
{Red, Line[{B1, B2}]},
{Red, Line[{B2, B3}]},
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{Red, Line[{B3, B4}]},
{Red, Line[{B4, B1}]},
{Red, Line[{B1, B3}]}
1

—

V.5.6 Quelques remarques sur les résultats précédents

Les résultats numériques précédents peuvent étre commentés :

— onobserve que Ny, N3, Ny sont positifs, ce qui indique que les barres B, B3 et By travaillent
en traction. Ce résultat semble raisonnable compte tenu du chargement extérieur.

— le fait que N5 soit négatif montre que la barre Bs travaille en compression (cette barre
assure le maintien du treillis, puisque sans elle, le treillis pourrait s’aplatir).

— le fait que Nj soit nul montre que la barre By ne sert en fait a rien!
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CHAPITRE VI. LES CRITERES DE RUPTURES

Nous avons étudié jusqu’a présent 1’équilibre des forces qui s’appliquent sur une structure
et la déformée induite par ces dernieres. Nous allons a présent nous intéresser a la solli-
citation maximale qu’une structure peut supporter avant que la rupture ne s’amorce. Plus
précisément, nous allons présenter quelques critéres de rupture, qui posent des conditions
sur le tenseur des contraintes o(M) pour que la rupture s’amorce au point M.

VI.1 Définition générale

Avant de donner la définition générale d'un critere de rupture, nous allons présenter tres
briéevement quelques rappels mathématiques utiles.

VI.1.1 Rappels sur les invariants

Certains criteres de rupture sont formulés avec la notion de contrainte équivalente. Cette
derniere nécessite de rappeler d’abord la

DEFINITION VL.1.1: Le déviateur du tenseur des contraintes o, noté s, est défini par
1
s=0-— 5111 (VL1)

ol I; est la trace de o, et I le tenseur unité. ]

On note que la trace du déviateur des contraintes est nulle :
1 1
Tr(s) = Tr(o) - gllTr(I) =1 - 511 x3=0 (VL2)
et qu'il est possible de réécrire o sous la forme :

o= %Ill +s (VL3)
Cette derniére expression montre qu’en un point M, ¢ se décompose de maniere unique
en une partie hydrostatique %111 et une partie déviatorique s. La premiere traduit 1'état de
compression pure que subirait un élément 4V situé autour du point M, tandis que la seconde
contient I'information sur le cisaillement subi par ce méme volume (voir la représentation
schématique de la figure VI.1). Chacune de ces informations peut se “condenser” sous forme
d’un scalaire. Pour la partie hydrostatique, c’est la trace de o ou la contrainte moyenne
p = I1/3. Pour la partie déviatorique, il s’agit de la contrainte équivalente qu’on introduit
grace ala:

DEFINITION VIL.1.2: Lacontrainte équivalente Ocq, appelée également contrainte équivalente
au sens de Von-Mises, est définie par :
—_— 3 .
O = \[55:5 (VL.4)
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- +

*

Fic. VI.1: Représentation schématique de la décomposition de ¢ en une partie
hydrostatique (qui comprime dV) et une partie déviatorique (qui cisaille V).

On rappelle que le symbole “ :” est le produit doublement contracté défini par :
ay a4 a3 bit b bz
a:b=|an an ax3 |:| b bn by |= Z a;jbji = a11b1 + anabay + a13ba+
a3 a4z a4y b1 b3 b33 ij

a21b12 + axnby + axsbsy + az1biz + aznboz +aszbsz  (VL5)

pour tous tenseurs a et b d’ordre 2. Pour un tenseur ¢ d’ordre 2 symétrique (c;; = ¢j;), on a
donc :

c:c= Z Cijcji = Z C?‘j = c%l + C%z + c§3 + 2c‘;’f"2 + 2C%3 + 2c§3 (VL.6)
ij ij

D’un point de vue physique, la contrainte équivalente o, calculée en un point M est une
mesure scalaire du cisaillement que subit un élement de volume dV autour de M.

VI.1.2 Définition générale d’un critere

Rentrons dans le vif du sujet en énongant la

DEFINITION VL.1.3: Un critére de rupture est une fonction f du tenseur des contraintes o
qui vérifie :

- flo(M)] < 0 tant qu’il n’y a pas de rupture au point M

— flo(M)] > 0 dés qu’il y a initiation de la rupture au point M ]

Il est trés important de noter que le critere de rupture indique quand la rupture s’initie, mais
ne donne aucune information sur comment la rupture se propage. C’estla Mécanique de la
rupture qui répond a cette question. On peut formuler la fonction f a partir de considérations
microscopiques, ou simplement par empirisme. Nous allons présenter ici quelques critéres
de rupture “classiques”, qui ont été historiquement formulés par empirisme.
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CHAPITRE VI. LES CRITERES DE RUPTURES

VI.2 Quelques criteres

VI1.2.1 Le critére de Von Mises

Il énonce simplement que la contrainte équivalente de Von Mises doit dépasser une certaine
valeur oy, qui est un parametre du matériau :

fvm(0) = 0¢g — 0y (VL.7)

Envisageons un exemple pour illustrer ce critere :

EXEMPLE VI.2.1: Une éprouvette cylindrique est assujettie au champ de contrainte uniforme suivant (ce
champ est écrit dans la base canonique ¢, €y, &) :

at 0 0

ot)y=f 0 at O (VL8)
0 0 pt

A quel instant ¢ la rupture va-t-elle s’"amorcer ?

Calculons d’abord le déviateur des contraintes :

at 00 100
s=| 0 at 0 |-2t@a+p| 0 1 0 |=
00 1

(@-pt 0 0
( 0  (a-pt 0 ] (VL9)
0 0 pt

0 0 2B-a)

Wl

On déduit la contrainte équivalente :

301 (a—p)t 0 0 1 (a—p)t 0 0
0 = 4|3 %3 0 (a—p)t 0 '3 0 (a =Pt 0 (VL10)
0 0 208 — ajt 0 0 208 — ajt
soit encore :
1
Oep = \/g [2(a = P> + 4(B — )] = o = Blt (VL)
si on suppose t > 0. Ainsi, la condition de non rupture s’écrit :
lo — It <oy (VL.12)
etil y aura rupture pour :
Oy
t= VI.13
@~ Wi
Sia = B alors le chargement est purement hydrostatique et on a o,; = 0, donc la condition de non-rupture est
toujours vérifiée ! Bien entendu, ceci est une limite du modele. |

En pratique, on peut mesurer le parameétre oy a I'aide d’un essai de compression simple sur
une éprouvette cylindrique. On a alors :

o(t) = = Ogy =0l (VI.14)

S O Q
o O O
o O O

(2,6,2)

Par suite, le protocole de mesure est le suivant : (i) on augmente progressivement ¢ (plus
précisément |o]) en partant de O et (ii) oy correspond a la valeur de |o] au moment ot
I'éprouvette commence a se fissurer (la condition de rupture est en effet o; = |0 = oy). La
figure V1.2 illustre ce type de test.
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VI.2. QUELQUES CRITERES

F1c. V1.2: Test de compression uniaxiale permettant (entre autre) de déterminer le
parametre oy (référence : http ://www.lcpc.fr/fr/presentation/organigramme
/div_msrgi/ themes/environ/approche/img/eprouvette.jpg).

VI.2.2 Le critére de Driicker-Prager

On voit dans I'exemple (VI1.2.1) que la rupture (au sens du critere de Von-Mises) ne peut
pas étre observée pour un chargement hydrostatique. Ceci est dii au fait que la fonction fyp
ne dépend pas de la trace de o. Pour répondre a cette insuffisance, le critére de rupture de
Driicker-Prager introduit justement une dépendance en I; :

Le coefficient A est appelé coefficient de frottement interne du matériau. Il peut étre
déterminé en méme temps que oy par une série d’essais de compression triaxiale. Comme
précédemment, envisageons un exemple d’application :

EXEMPLE VI.2.2: Reprenons le probleme de 1'exemple (VI1.2.1). On a toujours :

Oy = la — Bt (VL.16)
et la trace du tenseur o vaut :
L = Qa+p)t (VL17)
La condition de non rupture s’écrit donc désormais :
la — Bt + AQa + P)t < oy (VL18)
etil y aura rupture pour :
t=—— T sia<p et t=——1 _ sia>p (VL19)

B—a+AQRa+p)
Si a = B (chargement purement hydrostatique) alors la condition de non-rupture s’écrit simplement :

AQa + p)t < oy (V1.20)

a—-pf+AQa+p)
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CHAPITRE VI. LES CRITERES DE RUPTURES

VI1.2.3 Le critéere de Mohr-Coulomb

Contrairement aux précédents criteres, ce critere s’exprime en fonction des contraintes prin-
cipales o7, 077 et op, qui sont les valeurs propres ordonnées (o7 > oy > oyy7) du tenseur des
contraintes o. La fonction de seuil est ici définie par :

[ —on  or+om
2 2

fuclo) =2 sin — C cos ¢ (VI.21)

ou C et ¢ sont deux parametres propres au matériau qu’on appelle cohésion et angle de
frottement.

EXEMPLE VI.2.3: Si on reprend I'exemple (VI1.2.1), alors on remarque que le tenseur des contraintes est
déja diagonal. Si on suppose que 'origine des temps est telle que t > 0 et si on suppose également que a > f,
on adonc:

o] = [)lt, oy = [)lt, o = ‘Bt, o7 = 0 = 0qp1 Vit (V122)

Par suite, la condition de non rupture s’écrit :
/ p

- p)t + p)t
@ - @ sing — Ccos < 0 (V1.23)
et la rupture s’amorcera pour :

. 2Ccos ¢ V124
"~ a1 - sing) — B(1 + sin ) (VI24)

VI.2.4 Le critére de Tresca
Ce critere s’exprime également en fonction des contraintes principales, et s’écrit :

= r Y /t - 7Y /t _K VI.25
fr(o) | max, max lor(x, y,z,t) — 0j(x, y, 2, 1) ( )

ou K est une constante qui dépend du matériau. Il faut bien comprendre que cette équation
nécessite deux processus de maximisation : il faut en effet trouver (i) le point (x, y,z) et
I'instant ¢ tel que (ii) la différence entre deux contraintes principales en valeur absolue soit
la plus grande possible.

EXEMPLE VI.2.4: Soitle champ de contrainte stationnaire suivant écrit dans la base canonique cartésienne

e, ey e
axy(x—c)(y—-c) 0 O

o(x,y) = 0 0 0 (VI.26)
0 0 0

et régnant dans un carré de coté c, avec a une constante strictement positive. L'amplitude du champ de
contrainte étant donnée (via la constante a), pour quelle valeur de c y a t-il rupture, et en quel point?
Le tenseur est déja diagonal, donc on peut directement écrire :

or=axylx—c)y—c), op=0, om=0 (VL.27)

Envisageons les 3 cas possibles pour le terme |o; — 0| :

oj—oy=o0;—omy=axylx—c)y—c), op—om=0 (VI.28)

On déduit donc :
max max |oj(x,y) —oj(x, y)| = max |axy(x —c)(y—c VI.29
B lor(x, y) = o;(x, )| x,yE[O;r:]3| y(x =)y —o)l ( )
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VL3. APPLICATION : RUPTURE D’UNE POUTRE SOLLICITEE EN TORSION

On peut montrer que le maximum de cette fonction est atteint au point x = ¢/2, y = ¢/2. Par suite, la condition

de non rupture s’écrit :

ac*

—| <K VI.30

16 ( )
Ainsi, la rupture s’amorcera si la dimension du c6té du carré dépasse la valeur critique c.iy = (16K/ a)l/4, et
cette rupture s’amorcera au centre du carré. u

VI1.2.5 Finalement...

On pourra donc conclure qu'un critére de rupture permet (i) de calculer les forces maximales
qu’on peut exercer sur une structure de géométrie donnée, ou de maniere “duale”, (ii) de
calculer la géométrie d"une structure pour que cette derniére supporte un chargement donné.
I est absolument crucial de rappeler ici les limitations du cours : dans tout ce chapitre, nous
avons supposé que la rupture a lieu dans le domaine élastique (on parle de comportement
élastique fragile). Cette approximation peut paraitre cavaliere, dans la mesure ot1 on observe
pour la plupart des matériaux un comportement plastique avant la rupture.

VI.3 Application : rupture d’une poutre sollicitée en torsion

On consideére une poutre AB de longueur L, de section circulaire (rayon R), encastrée en A
(z = 0) et soumise & un moment de torsion M = MZenB (voir figure VI.3). On se propose
de calculer la valeur de M qui conduit a la rupture en admettant que le matériau vérifie un
critére de type Tresca.

=
Il

S
=N

<y

F1c. V1.3: Poutre encastrée en A et sollicitée par un moment de torsion en B.

Les torseurs de liaisons et de chargement sont donnés par :

X%+ YAl + ZaZ 0
TL _ A AY A TL _ \/
{ A}‘{ UpX + Vay + WaZ }A' { B}_{MZ }B (VL31)

si bien que I'équilibre au point A permet d’écrire :
Xa=0, Y4=0, Z4=0, Up=0, Vu=0, Wyu=-M (VL.32)
Si on oriente la poutre de A vers B, alors les efforts intérieurs sont donnés par :

N@) =0, Ty(z)=0, Tz(z)=0, Mx(z) =M, My(z) =0, Mz =0 (VL33)
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CHAPITRE VI. LES CRITERES DE RUPTURES

D’apres le résultat 111.4.1, le tenseur des contraintes s’écrit :

0 0 0 0 0 0
o(r,0,z)=| 0 0 M =0 o M (V1.34)
0 M L U L
Ix (@89, Ix (@.20,2)

Si on suppose que M est positif, et comme r et [x sont positifs, on peut montrer que les
contraintes principales sont données par :

Mr Mr

o=, on= 0, om=-—— (VL35)
X

On peut donc calculer les 3 combinaisons possibles :

r r
loy — ol = log —oml = T lo; —oml = 7 (VL36)
X X
La condition de non rupture s’écrit donc :
2M
max[ r] <K (V1.37)
1,0,z X

L’expression de gauche est linéairement croissante en r € [0; R] donc le maximum est atteint

enr =R, et:
2MR <&

<K VL
TS = M< R (VL38)
Par suite, la rupture s’amorcera en r = R des que M sera égal a la valeur critique
KIx
L= X VL
Mcrzt 7R ( 39)

Onnote que le critere ne donne qu’une indication peu précise sur la localisation de la rupture.
En effet, on sait juste que cette derniere s’amorcera en r = R, mais on ne sait pas pour quelle
valeur de z.
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Troisiéme partie

Exercices abordés en séances de TD
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

EXERCICE 1: Equilibre d"une grue

On considere la structure de la figure VIIL.1.

A
\

<y

Ny
=y

F1G. VIL.1: Grue encastrée soumise a son poids propre et au poids d’une masse m.
p prop P

La grue est encastrée en A, soumise a son poids propre, et au poids d"une masse m qui est
accrochée au point C. On donne :

— A le poids linéique de la poutre,

- AB =H, BC = L. A est1’origine du repére.

1. Tracer l'allure de la déformée.
2. Ecrire les équations d’équilibre en respectant la méthodologie vue en cours.

3. La structure est-elle isostatique ou hyperstatique ?
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EXERCICE 2 : Equilibre d"une arche soumise au vent

On considere la structure de la figure VIL.2.

AY

F1G. VIL.2: Arche soumise a ’action du vent.

L’arche est de forme circulaire, encastrée en A et appuyée sur rouleaux en B. Elle est soumise

a l’action du vent, que 1'on traduit par une densité linéique de force fﬁz —fZavec f > 0.0n
donne :

— Rlerayon de I'arche,

— OYorigine du repere.

1. Tracer 'allure de la déformée.

2. Ecrire les équations d’équilibre en respectant la méthodologie vue en cours (on pourra
omettre le détail des calculs une fois le bilan des torseurs écrit).

3. La structure est-elle isostatique ou hyperstatique ?
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

EXERCICE 3 : Calcul du moment d’inertie d"un profilé en I

On considere deux sections de poutres : une section en “I” et une section pleine (voir figure
VIL3).

7 7
b ] c
a c C
X Ly X Y
C

Fic. VIL.3: Profilé en “1” et profilé plein.

1. Calculer Iy pour les deux profilés.
2. Calculer les sections S des deux profilés.
3. On rappelle que Iy traduit la rigidité en flexion autour de Y. Par exemple, la fleche

prise par une poutre encastrée de longueur L et de module de Young E soumise a une

force F a son extrémité est
FL3

T 3EL

En considérant 'application numérique a = 1c¢m, b = 2cm, et ¢ = 5cm, commenter les
valeurs de Iy et S obtenues pour les deux profilés.
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EXERCICE 4 : Calcul du moment d’inertie d"un profilé tubulaire

On considere deux sections de poutres : une section circulaire creuse de rayons intérieur et
extérieur R; et R,, et une section circulaire pleine de rayon R, (voir figure VIL.4).

7 7

I
<0
el

F1c. VIL4: Profilé circulaire creux et profilé circulaire plein.

1. Calculer I7 pour les deux profilés.

2. Calculer les sections S des deux profilés.

3. Calculer, en fonction de @ = R;/R, (« € [0;1]), le rapport r; = ItZ”be /IZM” et le rapport
rg = Gtube jgplein Représenter graphiquement ces rapports. Conclure.
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

EXERCICE 5 : Etude d"un portique articulé-appuyé

On considere la structure de la figure VIL5.

Y
P¥  C Z 3 b
> A
. < i >
. N =<u
T N H Y
Z N >
X
Ay B

/\ A

FiG. VIL5: Portique articulé-appuyé.

Le portique est articulé en A et appuyé sur rouleaux en B. Il est soumis a une force horizontale
PxX, P > 0, au point C. Calculer et représenter graphiquement les efforts intérieurs régnant
dans toute la structure. Vérifier les équations d’équilibre local.
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EXERCICE 6 : Etude d"une poutre encastrée

On considere la structure de la figure VIL6.

<
=L
<y

hN
-
-~
D
-~
N
P
-~
<~
-~
B S
oy )
Ny
=

Fic. VIL6: Poutre encastrée soumise a une densité linéique de force sur toute sa
longueur.

La poutre est encastrée en A et soumise a une densité linéique de force p sur toute salongueur
L. Calculer et représenter graphiquement les efforts intérieurs régnant dans toute la structure.

Vérifier les équations d’équilibre local.
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

EXERCICE 7 : Profil d’un chateau d’eau

On considere un chateau d’eau portant une masse M, conformément a la figure VIL.7 :

oQ

Fic. VII.7: Chateau d’eau supportant une masse M.

Le chateau d’eau est supposé suffisamment élancé (Longueur/Diametre>1) pour pouvoir
étre étudié par la théorie des poutres. Il est encastré en x = 0, et supporte une masse M posée
enx = H.

En prenant en compte le poids propre du béton et le poids de M, quelle doit étre la forme (c’est
a dire la répartition de section S(x)) du chateau d’eau pour que la contrainte de compression
oxx soit égale a une constante 0 < 0 dans toute la structure ? On donne :

- p la masse volumique du béton constituant le troncon x € [0; H],

— glaccélération de la pesanteur.
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EXERCICE 8 : Etude de 1a déformée d"une poutre soumise a un moment

Soit la structure de la figure VIL8.

-

Y »
J

S
N
>
1
1
i
i
h
1
i
Q
—~
=
-
o]
Ny

Fic. VIL.8: Poutre encastrée soumise a un moment a son extrémité.

=N

La poutre est encastrée en A et soumise en B a un moment extérieur M. Calculer, a 1’aide des
formules de Bresse, la fleche v(x), c’est a dire le déplacement vertical d"un point situé a une
distance x du point A (x € [0; L]). On négligera la contribution de l'effort tranchant si celui-ci

est non nul.
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

EXERCICE 9 : Etude d’un ressort a lame

On considere la structure de la figure VIL9, appelée “ressort a lame”.

-

Y
F

AN ’ JA)

L/2 L/2

<y

Ny
=4

A
\

Fic. VIL.9: Poutre bi-appuyée constituant un ressort a lame.

La poutre est simplement appuyée a ses extrémités A et C et soumise a une force F en son
centre B. En supposant que la rotation &g de la section plane L est nulle (justifier cette hy-
pothese), et en négligeant la contribution de l’effort tranchant, calculer la raideur apparente
de la poutre. Commenter la formule ainsi obtenue.

Note : ce type de ressort peut par exemple étre employé pour réaliser des suspensions
de véhicules, voir figure VIL.10.

Fic. VIL.10: Amortisseur a lames constitué par la superposition de plusieurs lames
travaillant en flexion (référence : http ://fr.wikipedia.org/wiki/Image :Leafs1.jpg)
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EXERCICE 10 : Rupture d’une poutre en flexion

Soit la structure de la figure VIIL.11.

Y 9
F Y
A Z % 7
B X
L

A

F1c. VII.11: Poutre encastrée soumise a une force a son extrémité.

La poutre (de longueur L) est encastrée en A et soumise a une force verticale F & son extrémité
B. En considérant que la structure vérifie un critere de rupture de type Tresca :

7 Y - s Y, S C VIIl
”rer{lla%} max lor(x, y,2) — oj(x, y,2)| ( )

avec o1, 02, et 03 les contraintes principales et C une constante déterminée expérimentalement,
pour quelle force F la poutre cassera? En quel(s) point(s) la rupture aura-t-elle lieu? On
négligera 'effort tranchant dans tout I'exercice.
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

EXERCICE 11 : Etude d’une structure hyperstatique

Soit le portique représenté sur la figure VIL.12.

Y
Fz B Z % c
> )
. < i >
. N =u
N H Y
4 N >
X
D

A A

Fic. VIL.12: Portique articulé-articulé.

Le portique est articulé en A et en D. Il est soumis a une force horizontale FX en B. Calculer
le déplacement de B en levant 'hyperstaticité (on négligera les contributions de l'effort
tranchant et et de I'effort normal dans le calcul de I’énergie de déformation).
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EXERCICE 12 : Etude d’une liaison imparfaite

On considere la structure de la figure VII.13.

Y B
. v
A - X B Z S
= X
C
k
L/2 L/2

A

Fic. VIL.13: Poutre encastrée reposant sur un appui imparfait.

La poutre est encastrée en A et repose sur un appui sur rouleaux imparfait en B, assimilable
a un ressort de raideur k. Elle est soumise a une force verticale F en son milieu C. Ecrire
I'équilibre de la structure, lever I’hyperstaticité, et discuter les cas otk — 0 et k — oo.
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

EXERCICE 13 : Etude de la stabilité d"un toit de galerie

On considere une galerie dont le toit est soutenu par plusieurs piliers (figure VII.14) :

sol

F1c. VII.14: Modélisation en 1D du toit d"une galerie.

On modélise la tranche de toit située entre deux piliers par une poutre encastrée/encastrée.
Cette poutre est soumise a un chargement réparti p égal a la somme de son poids propre et du
poids total du sol, le tout exprimé par unité de longueur. Ecrire I’équilibre de la structure, et
lever I'hyperstaticité. En prenant un coefficient de sécurité de a sur la contrainte de rupture,
quelle doit étre la longueur L entre deux piliers pour garantir la stabilité du toit ?

Indications :
— on considerera que la structure vérifie un critére de rupture de type Tresca :

max max|o(x,v,z) —or(x,y,z)| < C VIIL.2
,max max|oi(x, ,2) = 0j(x,y,) (VIL2)
avec o1, 0y, et 0zles contraintes principales et C une constante déterminée expérimentalement.
— on gardera tous les efforts intérieurs dans le calcul de I'énergie. L'utilisation d’'un logiciel
de calcul formel comme Mathematica© semble alors inévitable.
— on ne prendra en compte que le moment fléchissant pour appliquer le critere de rupture.
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EXERCICE 14 : Probléme-type donné a la colle

Soit la potence représentée sur la figure VIL.15.

Y

Y

F
B Z % C D

Ny
=

Fic. VII.15: Potence articulée-encastrée.

La potence est articulée en A et encastrée en D. Elle est soumise a une force verticale F au
point C.

1. Ecrire I'équilibre de la structure et calculer les efforts intérieurs

2. Calculer le déplacement vertical de C par la méthode de Castigliano. On prendra pour
inconnues hyperstatiques X4 et Y 4.

3. Recalculer ce méme déplacement a 1’aide des formules de Bresse.
4. Ennégligeant N et Ty, donner 'allure des cercles de Mohr.

5. Toujours en négligeant N et Ty, pour quelle valeur de F la structure va t-elle casser ?
On supposera un critere de rupture de type Tresca :

7Y - 7 Y S C VII.3
| max r;}%lor(x Y, z) —oj(x,y,2)| ( )

avec 01, 02, et 03 les contraintes principales et C une constante déterminée expérimen-
talement.

Pour le “fun”, l'allure de la déformée est calculée a I'aide d’un programme Mathematica
(voir page suivante).
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

(* Programme réalisé par Théophile GUILLON *)
Clearl[x, y, i, F, L, e, Elz, Pts, amplidep, amplirot, NbreSections];
(*Moments fléchissants de chaque poutre [CD], [BC] et [AB] *)

MzCD = F/40* (34 + L — 23 + u);
MzBC = F/40 + (17 * u — 6 + L);
MzAB = —3F/20 * u;

(*A partir des formules de Bresses, on détermine les rotations*)

(*et les déplacements en tout point de chaque trongon.Les calculs *)

(*sur [CD] et [BC] se font a partir du point C (déplacements et rotations nuls). *)
(*Toujours a partir du point C, la rotation en A wa est déterminée *)

(*puis les déplacements et rotations dans la poutre [AB] sont déduits *)

(*a partir de A (wa connue, déplacements nuls).*)

RotCD = FullSimplify[Integrate[MzCD/Elz, {u,2 + L, x}]];

DepCD = FullSimplify[Integrate{MzCD/Elz * (x — u), {u,2 + L, x}]];

RotBC = FullSimplify[Integrate[MzCD/Elz, {u, 2 + L, L}] + Integrate[MzBC/Elz, {u, L, x}]];
DepBC = FullSimplify[Integrate{MzCD/EIz * (x — u), {u,2+ L, L}]+

Integrate[MzBC/Elz * (x — u), {u, L, x}]];

wa = FullSimplify[Integrate[MzCD/Elz, {u,2 * L, L}] + Integrate[MzBC/Elz, {u, L, 0}]+
Integrate[MzAB/Elz, {u, L, 0}]];

RotAB = FullSimplify[wa + Integrate[MzAB/Elz, {1, 0, y}1];

DepAB = FullSimplify[-Integrate[MzAB/EIz + (y — u), {#,0, y}] — y » wa];

(*Arbitrairement, on impose un effort F=10kN, une longueur L de 4m, *)
(*une section carrée de c6té e=50cm et un module de Young E=210GPa. *)

F =10000;

L=4;

e=0.5;

Elz =210+ 1019 + 4/3 * (e/2)"4;

(*La fibre moyenne de chaque travée est une polyligne de Pts=100 points. *)
(*NbreSections=30 sections déformées sont tracées par trongon.*)

Pts = 100;
NbreSections = 30;

(*Connaissant les positions initiales et les déplacements en tout point, *)

(*les coordonnées de chaque point de la fibre moyenne déformée sont calculées *)
(*pour chaque trongon. NB : les amplifications amplidep et amplirot sont fixées *)
(*au moment de tracer la déformée. *)

(*Les rotations de chaque section étant connues, il est possible de calculer *)

(*les coordonnées des fibres supérieure et inférieure déformées. *)

86



FibreMoyCD = Table[0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[FibreMoyCD], i++,

FibreMoyCDJ[i]] = {x, y + DepCD * amplidep}//.{x = 2L + (1 —i)/(Pts—1)+ L,y — L};

I;

PointsCDsup = Table[0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[PointsCDsup], i++,

PointsCDsup][i]] =

{x — e/2 + Sin[RotCD * amplirot], y + DepCD * amplidep + e/2 * Cos[RotCD * amplirot]}//.
x> 2L+(1-i)/(Pts—-1)+L,y — L};

I;

PointsCDinf = Table[0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[PointsCDinf], i++,

PointsCDinf[[i]] =

{x + e/2 + Sin[RotCD * amplirot], y + DepCD * amplidep — e/2 * Cos[RotCD * amplirot]}//.
x> 2L+(1-i)/(Pts—-1)+L,y — L};

I;

FibreMoyBC = Table|0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[FibreMoyBC], i++,

FibreMoyBC|[[i]] = {x, y + DepBC * amplidep}//.{x = L + (1 —i)/(Pts —1) * (L +e/2),y — L};
I;

PointsBCsup = Table[0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[PointsBCsup], i++,

PointsBCsup|[i]] =

{x — e/2 + Sin[RotBC * amplirot], y + DepBC * amplidep + e/2 + Cos[RotBC * amplirot]}//.
x->L+Q-i)/(Pts-1)=(L+e/2),y —> L}

I;

PointsBCinf = Table[0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[PointsBCinf], i++,

PointsBCinf[[#]] =

{x + /2 * Sin[RotBC * amplirot], y + DepBC * amplidep — e/2 * Cos[RotBC * amplirot]}//.
{x>L+1-i)/(Pts—1)*(L+e/2),y = L};

I;

(*Sur [AB] la fibre supérieure est la plus a I'extérieur, *)
i.e. la plus a gauche sur le schéma. *)

FibreMoyAB = Table[0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[FibreMoyAB], i++,

FibreMoyAB][i]] = {x + DepAB + amplidep, y}//.{x = 0,y = L —e/2 + (1 —i)/(Pts — 1) + (L — e/2)};
I;

PointsABsup = Table[0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[PointsABsup], i++,

PointsABsup][i]] =

{x + DepAB * amplidep — e/2 + Cos[RotAB * amplirot], y — /2 + Sin[RotAB * amplirot]}//.
{x—>0,y—>L—-e/2+(1—-i)/(Pts—1)+(L—e/2)};
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CHAPITRE VII. ENONCES DES TD

I

PointsABinf = Table[0, {i, 1, Pts}];

For[i = 1,i < Length[PointsABinf], i++,

PointsABinf][i]] =

{x + DepAB * amplidep + e/2 * Cos[RotAB * amplirot], y + e/2 * Sin[RotAB * amplirot]}//.
{x—>0,y—>L-e/2+(1-i)/(Pts—1)+(L—e/2)};

I

(* Stockage des sections sur chaque trongon *)

ListeSectionsCD = {};

ListeSectionsCD = Append[ListeSectionsCD, {PointsCDinf[[1]], PointsCDsup[[1]]}];
For[i = 1,i < NbreSections, i++,

ListeSectionsCD = Append[ListeSectionsCD,

{PointsCDinf[[Floor][i * Pts/NbreSections]]],

PointsCDsup|[Floor[i + Pts/NbreSections]]]}]

I;

ListeSectionsCD = Append[ListeSectionsCD, PointsCDsup];

ListeSectionsCD = Append|[ListeSectionsCD, PointsCDinf];

ListeSectionsBC = {};

ListeSectionsBC = Append[ListeSectionsBC, {PointsBCinf[[1]], PointsBCsup[[1]]}];
Forl[i = 1,i < NbreSections, i++,

ListeSectionsBC = Append|ListeSectionsBC,

{PointsBCinf[[Floor[i * Pts/NbreSections]]],

PointsBCsup][[Floor[i + Pts/NbreSections]]]}]

I;

ListeSectionsBC = Append[ListeSectionsBC, PointsBCsup];

ListeSectionsBC = Append|ListeSectionsBC, PointsBCinf];

ListeSectionsAB = {};

ListeSectionsAB = Append[ListeSectionsAB, {PointsABinf[[1]], PointsABsup|[[1]]}];
For[i = 1,i < NbreSections, i++,

ListeSectionsAB = Append[ListeSectionsAB,

{PointsABinf[[Floor][i * Pts/NbreSections]]],

Points ABsup|[Floor[i + Pts/NbreSections]]]}]

I;

ListeSectionsAB = Append[ListeSectionsAB, PointsABsup];

ListeSectionsAB = Append[ListeSectionsAB, PointsABinf];

(*L’ensemble des segments a tracer ainsi que leurs options de tragage sont stockés. *)
(* Au total sont stockées 3 fibres moyennes déformées, 3 fibres supérieures déformées, *)
(* 3 fibres inférieures déformées et 3*NbreSections sections.*)

ListeTot = {};
Affichage = {};
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ListeTot = Append|ListeTot, FibreMoyCD];

Affichage = Append[Affichage, {RGBColor[0.5, 0, 0], Dashing[Tiny]}];
For[i = 1,i < Length[ListeSectionsCD], i++,

ListeTot = Append[ListeTot, ListeSectionsCD[[i]]];

Affichage = Append[Affichage, {RGBColor[1, 0, 0], Dashing[Nonel]}];
I;

ListeTot = Append|ListeTot, FibreMoyBC];

Affichage = Append[Affichage, {RGBColor[0.5, 0, 0], Dashing[Tiny]}];
For[i = 1,i < Length[ListeSectionsBC], i++,

ListeTot = Append[ListeTot, ListeSectionsBC[[i]]];

Affichage = Append[Affichage, {RGBColor[1, 0, 0], Dashing[Nonel]}];
I;

ListeTot = Append[ListeTot, FibreMoyAB];

Affichage = Append[Affichage, {RGBColor[0.5, 0, 0], Dashing[Tiny]}];
For[i = 1,i < Length[ListeSectionsAB], i++,

ListeTot = Append|[ListeTot, ListeSectionsAB[[#]]];

Affichage = Append[Affichage, {RGBColor[1, 0, 0], Dashing[Nonel]}];
I;

(*On trace aussi la forme de la structure avant déformation (avec la fibre moyenne). *)

Formelnit = {{e/2,0},{e/2,L —e/2},{2+L,L —e/2},{2+L,L +e/2},{—e/2,L +¢/2},
{_6/21 0}1 {e/ZI 0}}1

ListeTot = Append[ListeTot, Formelnit];

Affichage = Append[Affichage, {RGBColor[0, 0, 0], Dashing[Nonel]}];

Fibrelnit = {{0,0},{0,L},{2+L,L}};

ListeTot = Append|[ListeTot, Fibrelnit];

Affichage = Append[Affichage, {RGBColor[0, 0, 0], Dashing[Tiny]}];

amplidep = 20000;

amplirot = 20000;

ListPlot[ListeTot, Joined — True, PlotRange — {{—1,2+L +1},{-1,L +1}},
AspectRatio — (L +2)/(2 + L + 2), Axes — False, PlotStyle — Affichage]
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CHAPITRE VIII. ELEMENTS DE CORRECTION DES TD

EXERCICE 1: Equilibre d"une grue

» Torseur de liaison :

Ly _ XAJ?+ YA]?)
{TA} _{ MAZ_) A

» Torseur de chargement ponctuel :

(7E) :{ _@gg}
C 0 c

» Torseur de chargement réparti :

—Adyif
{d‘Tg}:{ A»W} si G € [AB]
0 G
—Adxi
{dTg}:{ Afy} i G € [BC]
0
G
» Equilibre :
X4 =0
Yo = mg+AMH+L)
My = mgL+/\L2/2

» La structure est isostatique.
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EXERCICE 2 : Equilibre d’une arche soumise au vent

» Torseurs de liaisons :

UAJ?+ VA];)+ WAZ

Ypy
ek
B 0 5

A

» Torseur de chargement réparti :

d7E) = { e }
G
» Equilibre :
X4a =0
Ya+Yg = 0
Za—fRn = 0
Uys—-2fR?> = 0
Va-frR* = 0
W4 —-2RYp = 0

» La structure est hyperstatique de degré 1.
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CHAPITRE VIII. ELEMENTS DE CORRECTION DES TD

EXERCICE 3 : Calcul du moment d’inertie d"un profilé en I

» Moment quadratique du profilé en1:
3 3
4 (€= -bp)
I =Zac® +4(c —a)——~
v 3ac (c—a) 3
» Moment quadratique du profilé plein :
plein 4 4
IY = §C
» Section du profilé en1:
S =4 (ac + (c — a)b)
» Section du profilé plein : .
Splem — 4C2
> Application numérique :

I =689cm*, " =833cm*, S'=52cm? SPEM = 100 cm?
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EXERCICE 4 : Calcul du moment d’inertie d"un profilé tubulaire

v

Moment quadratique du profilé creux :

pe = % (S - 1Y)

v

Moment quadratique du profilé plein :

plein _ TU o4
" = ZR!

v

Section du profilé creux :
S = n(R? - R?)

» Section du profilé plein :
Splein — TCR2
e
» Rapports:
= Itzube/lélem =1- 0(4, rg = Stube/splein =1- 0(2
» Applications numériques :

a=05 —-> =094, rs=0.75

a=07 —> =076, rg=051
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CHAPITRE VIII. ELEMENTS DE CORRECTION DES TD

EXERCICE 5 : Etude d"un portique articulé-appuyé

» Torseurs de liaisons :

0

Ysy
e{7)
B 0 5

o [ P¥
{TC}_{ (‘)’ }C

X +P = 0
Ya+Yg = 0
LYp—HP = 0

X AJ? +Y4 n
[T5) = { LAy }
A
» Torseur de chargement ponctuel :

» Equilibre :

» La structure est isostatique.
» Efforts intérieurs :

N = PH/L

Ge[AC]:{ Ty = -P
MZ = yp
N 0

Ge[cD]:{ Ty = PH/L

My = (L-xPH/L

N = -PH/L
Ge[DB]:! Ty = 0
My = 0
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EXERCICE 6 : Etude d"une poutre encastrée

» Torseurs de liaisons :

» Torseur de chargement réparti :

» Equilibre :

Xa =0
YA = pL
M A = pLZ / 2

» La structure est isostatique.
» Efforts intérieurs :

N =0

Ty = p(x-L)

Mz = —p(x—L)*/2
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CHAPITRE VIII. ELEMENTS DE CORRECTION DES TD

EXERCICE 7 : Profil d’un chateau d’eau

» Premiere expression de l'effort normal :
N = Oxxs(x) = OS(X)

» Deuxiéme expression de 'effort normal :
- - - H - - -
N = [Résultante de {7 }] . X = Foxrspy. X = (f —pgS(x)Xdx — MgX) X

X

» En identifiant ces deux dernieres expressions :

H
_ a5 _p8g_
pgfx S(x)dx — Mg =0S(x) = o OS—O

» Avec S(H) = —Mg/o, on obtient :

S(x) = —% exp [% (x— H)]

98



EXERCICE 8 : Etude de 1a déformée d"une poutre soumise a un moment

Torseur de liaison :

v

Iy _ XAJ?+ YAg)
{TA} _{ MAZ_) A

» Torseur de chargement :
a_J) 0
7it={ e,
» Equilibre :
X4 =0
Yo = 0
My = -M
» La structure est isostatique.
» Efforts intérieurs :
N =0
Ty = 0
Mz; = M
» Formules de Bresse entre A et G (point courant de la poutre) :
Mx 5 > Mx? -
3 = — Z, A = —-— Y
YT EL ¢ 2L,
» Fleche prise par la poutre :
o(x) = Ma?
2Ely
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CHAPITRE VIII. ELEMENTS DE CORRECTION DES TD

EXERCICE 9 : Etude d’un ressort a lame

» On donne directement les efforts intérieurs :

N =0
Ge[AB]:{ Ty = -F)2

M, = xF/2

N =0

Ge[BC]:{ Ty = F2
My = (L-xF/2

» Condition de symétrie :

» Premiere formule de Bresse entre Bet A :

S FL? -

©A = T16ELL

» Deuxiéme formule de Bresse entre A et B :

> FL3 -
Ap = — Y
ST
» Raideur équivalente en B :
FL3 48EI,
= k =
BT 48EL, E
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EXERCICE 10 : Rupture d’une poutre en flexion

Torseur de liaison :

v

» Torseur de chargement :

.y
(751 = { i
> Equilibre :
Xa =0
Yo = F
My = FL
» La structure est isostatique.
» Efforts intérieurs :
N =0
Ty = -F
My = F(x-L)
» Tenseur des contraintes :
-MzY/I; 0 O
o= 0 00
0 00

» Critere de rupture :

max |oxx(x, Y)|
x,Y

—_—————
maxienx =0etY = +¢/2

» La rupture a lieu a I'encastrement (x = 0) sur une des facettes de la poutre (Y = +e/2).

<C =»> Fg—=

2CIz

= Frupture
eL P
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CHAPITRE VIII. ELEMENTS DE CORRECTION DES TD

EXERCICE 11 : Etude d"une structure hyperstatique

» Torseurs de liaison :
XaX+ Yay
{TAL} = { Ay }
A

0
XpX+ Ypy
m%}z{ . Dy}
D
» Torseur de chargement :
Fx
m$1-{5 |
0 Jg
» Equilibre :
Xa+Xp+F = 0
Ya+Yp = 0
-FH+YpL = 0

» La structure est hyperstatique de degré 1. On prend Xp = X comme inconnue hypersta-
tique.
» Efforts intérieurs :
N = FH/L
Gel|AB]:{ Ty = -F-X
Mz = (F+X)y

N = X
Ge[BC]:{ Ty = FH/L
M; = XH+(L-x)FH/L

N = —FH/L
Gel[CD]:! Ty = X
MZ = ]/X

» Calcul de X en appliquant le théoréme de Ménabréa (‘%\g =0):

1 M2 IW oMz My
W~ = —Z4 AL oz V25— X = —F/2
2 fAHD ™ T X ) X T 2 /

» Déplacement horizontal du point B (théoréme de Castigliano) :

R W _ oMz Mz, _ FH® FLH?
B8 =9F ~ J,.p OF EI;  6El, 12EI,
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EXERCICE 12 : Etude d’une liaison imparfaite

» Torseurs de liaison :

MaZ

Xy
mh={ % |
B 0 5

. oy
{7y

X4 =0
F-X
My = FL/2-XL

Xax+Y
A

» Torseur de chargement :

C

> Equilibre :

=
Il

» Efforts intérieurs :

N =0
GelAC]:{ Ty = -F+X
Mz = F(x-L/2)+ X(L-x)

N =0
Ge[CB]:{ Ty = X
M; = X(L-%)

» Calcul de X en appliquant le théoréme de Ménabréa sous une forme “généralisée” :

N\ IMz My SKFL3
= Rpij=2o = 2 Zhs - Xk = X=——m
B = BBV =% fAﬁB ox £, =X 48EI, + 16kL3

» Cas limite :

k—=0 = X=0 (équivalenta une extrémité libre en B)

5F
k—oo = X= 16 (équivalent a un appui sur rouleau en B)
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CHAPITRE VIII. ELEMENTS DE CORRECTION DES TD

EXERCICE 13 : Etude de la stabilité d"un toit de galerie

» Torseurs de liaison :
XAX+ YAy
Iy _ A AY
T = { MaZ }A
XX+ Yy
Iy _ B BY
51 = { MpZ }B

» Torseur de chargement (en P d’abscisse u) :

—pduy
P

> Equﬂibre:
Xpa = —Xp
YA pL - YB
MA pLz/Z—LYB—MB

» La structure est hyperstatique de degré 3. On choisit les inconnues X3, Yp et Mp comme
inconnues hyperstatiques.
» Efforts intérieurs :

N = Xg
Ty = YB + p(x - L)
MZ = MB —p(L—x)2/2+ (L—X)YB

» Calcul de I'énergie (Mathematica©) :

L (ES (20EIzky (L2p? = 3LpY5 + 3Y2) + GS (L2 (3L — 15LpY +20Y2) — 20LMj(Lp — 3Ys) + 60M2 )) + 60EI,GSX2)
W= 120EI,ESGS

» Calcul de Xp, Yp et Mp en appliquant le théoréme de Ménabréa :

IW/dXp = 0 Xg = 0
8W/8YB =0 = YB = pL/2
OW/OMp = 0 Mp = —pL?/12

» Critere de rupture (en prenant un coefficient de sécurité de «) :

Mz (x)Y
X
x,Y

mell/xlaxx(x, <C/la & ‘ <Cla
x,

VA

Le maximum est atteinten x = 0 (oux = L) et Y = +¢/2. Le critére se réécrit :

24Cly
aep

e

217

pL?

< <
B <C/la = LX<
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EXERCICE 14 : Probléeme-type donné ala colle

» Equilibre :

Xa+Xp =0
Ya+Yp—-F = 0
Mp -LXp+2LYp—-FL = 0

» La structure est hyperstatique de degré 2. On choisit X4 = X et Y4 = Y comme inconnues
hyperstatiques.
» Efforts intérieurs :

N = -Y
GelAB]:{ Ty = X

MZ = —yX

N = -X
Ge[BCl:{ Ty = -Y

Mz = —-XL+xY

N = -X

Ge[CD]:{ Ty = F-Y
My = (Y=Fx+(F-X)L

» Calcul de X et Y en appliquant le théoréme de Ménabréa (%\g =0et ‘%\/ =0):

W _ [ MMy W[ MMy,
X  Ji.p OX EI; oY ~ J..p JY EI,

3F 17F
=0 T
» Déplacement vertical de C (théoréme de Castigliano) :

L IW 13FL3
T OF ~ 240FI,

» Déplacement total de C (formules de Bresse entre D et C) :

S S . S Mz> o 13FL3 -
Ke= Ap + &p ADC+ —£7 AGCds = - Y
-2 D fGe[CD] El 240EI;

~—— N——
=0

(=2

» Tenseur des contraintes :
-MzY/l; 0 O
o= 0 00
0 00 E¥2)
» Critere de rupture :
m%xkixx(s, Y)<C
s,
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CHAPITRE VIII. ELEMENTS DE CORRECTION DES TD

avec :

sur [AB] : loxx(y,Y)maxieny = LetY +e/2, et|oxx(y, Y)|,[;;§] = %FI—I;
sur [BC] : |loxx(x,Y)  maxienx = LetY +e/2, et [oxx(x, Y)|£§u§} = % Fl—lz‘e

sur [CD] : |oxx(x, Y)l maxi en x = 2L et Y £ e/2, et |oxx(x, )l = 55

» Comme 3/20 > 11/80 > 3/40, la rupture a lieuen x = 2L et Y + ¢/2, et le critere de rupture
se réécrit : 20CT
F< 3TLZ = Frupture
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Conclusion

En guise de synthése, écrivons que nous avons étudié la résolution de problemes de RDM,
en insistant plus particulierement sur les équations régissant les poutres planes.

Pour conclure ce cours, il est important de souligner qu'une infime partie de la RDM

a été abordée. En particulier, un bon nombre de points supplémentaires pourraient étre

développés. Citons, en guise d’ouverture, et parmi tant d’autres :

— l’étude de la torsion pour une poutre de section quelconque,

— la réécriture des équations d’équilibre en terme de grandes déformations,

— la considération de lois de comportement plus complexes que 1’élasticite linéaire (visco-
élasticité, viscoplasticité),
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