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Introduction

“Il faut vulgariser la science sans la rendre vulgaire.”

Camille Flammarion.

L’objectif de ces quelques pages est de présenter tres succinctement 'approche DNLR en
n’évoquant que le minimum de résultats a connaitre. L’exposé se divise en deux chapitres.
Le premier expose trés brievement les grandes lignes de la Mécanique Statistique, et aboutit
a la formulation tres importante de la probabilité d’occurence d’un état d’énergie donnée. Le
second présente les points saillants nécessaires a une compréhension générale de I'approche
DNLR.

Je tiens a remercier Yves Meshaka, Jean-Frangois Ganghoffer, Rachid Rahouadj, Lamine
Dieng, et Christian Cunat pour leurs commentaires pertinents et leurs corrections.
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Chapitre 1

Rappel de mécanique statistique

1.1 Introduction

La matiere est constituée de particules dont la taille (de I'ordre de 1071%m) est infiniment
petite devant la notre (de l'ordre d’1lm). Les positions et les vitesses de ces particules ne
peuvent étre données simultanément avec une précision infinie. En effet, le principe d’in-
certitude d’Heisenberg stipule que si Ag est 'incertitude de mesure sur la position d’une
particule, et si Ap est I'incertitude de mesure sur 'impulsion de cette méme particule, alors
on a forcément 'inégalité :

AgAp > h (I.1)

ou h est la constante de Planck. Pour traduire la position d’une particule, on introduit donc
en Mécanique Quantique la notion de fonction d’onde, ¥ (t,x,y,z), dont le module au carré
représente la probabilité P(t,x,y,z) que la particule soit au point (z,y,z) a l'instant ¢:

P(txy.z) = |y(twy.z)) (1.2)

Cette fonction d’onde introduit de fait la dualité onde-corpuscule pour le statut de la particule.
Elle est la solution d’une équation de propagation appelée équation de Schrédinger. Pour
une particule de masse m dont I’énergie totale vaut F, plongée dans un champ d’énergie
potentielle V' (z,y,2), cette équation (en régime stationnaire) prend la forme:

h2
- %Aiﬁ(%yvz) + V(xayaz)w(xay7z) = Ew(‘rayaz) (13)

ou h est la constante de Planck réduite, soit h = % Par exemple, dans un atome d’hy-
drogene constitué d’un couple électron-proton pour lequel on fait I’hypothese que le proton
est fixe, I’énergie potentielle V(z,y,z) représente 1'énergie d’attraction exercée par le pro-
ton sur I’électron, et E cette méme énergie potentielle augmentée de I’énergie cinétique de
Iélectron. La résolution de I’équation (I.3), complétée par des conditions aux limites parti-
culieres, sous-tend que ’énergie E ne peut prendre que des valeurs discretes.

Exemple 1.1 En guise d’illustration, considérons une particule contenue dans une boite cu-
bique, ou l’énergie potentielle est supposée nulle :

V=0 surlevolume défini par: 0<zx <L, 0<y<L, 0<z<L (I.4)
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L’équation de Schridinger de cette particule s’écrit :
h? 5
- %Aw<x7y72> = Ew(x7yaz) v (x,y,Z) € [OvL] (15)

Une résolution possible est donnée par la technique de la séparation des variables :

P(@,y,2) = V(@) 1y ()= (2) (1.6)

La probabilité de trouver la particule en dehors de la boite est nulle, ce qui mene a la condition
auzx limites : Y(x,y,z) = 0 en dehors de la boite, soit V¥, (x) = 0 pour x =0 et x = L et des
conditions analogues en y et z. Il vient alors:

s T s
Y(z,y,2) = Csin(ng —x) sin(ny, —y) sin(n, —z) (L.7)
L L L
0l Ng, Ny, N, sont des entiers strictement positifs. La probabilité de trouver la particule dans
la boite vaut 1, donc on peut trouver la constante C par la condition de normation :

L L 4L
| pagzav = [ [ [y Pdadydz = 1 (L8)
Boite 0 0 0
Il vient alors :
2N\5 T, T T 713
U(ry,z) = (Z) sm(nxzx)sm(nyzy)Sln(nzzz) Vo (z,y,2) € [0; L] (L.9)
Y(xy,z) = 0 ailleurs (1.10)

En réinjectant cette solution dans ’équation initiale (1.5), nous voyons que l’énergie E est
donnée par :
B h?
© 2ml2
On peut noter que cette énergie dépend des nombres quantiques ng, ny, n., de la longueur L
de la boite (ou de maniére équivalente, de son volume L3), et de la masse de la particule :

(ni—i—ni—kng) = Eo(ni—knz%—nz) (I.11)

E = BE(ng,ny,n.,L*m) (1.12)

La discrétisation de I’énergie, conséquence de I’équation de Schrodinger, implique la notion
de niveaux d’énergie. Chaque niveau d’énergie représente la donnée de plusieurs nombres
quantiques (entiers ou demi entier) qui définissent de maniére unique 1’état de la particule.
Par exemple, citons les nombres quantiques de 1’électron :

n: nombre quantique principal.
— [: nombre quantique secondaire, lié au moment angulaire orbital.

— m: nombre quantique magnétique, lié a la projection du moment angulaire orbital sur
I'axe z.

— s: nombre quantique de spin.

— s, : nombre quantique de spin, lié a la projection du spin sur I'axe z.
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Ainsi, Pélectron est entierement déterminé par la donnée d’un quintuplet (n,l,m,s,s.) qui
définit également son niveau d’énergie. Pour reprendre 'image de I’exemple (I.1), la donnée
de trois nombres entiers positifs (ng,ny,n;) définit une valeur de 1’énergie: par exemple, le
triplet (n, = 1,n, = 1,n, = 2) correspond au niveau d’énergie £ = 6Ey. Notons que pour
une énergie F donnée, le nombre d’état est a priori différent de 1. Ainsi, le niveau d’énergie
E = 6E) est associé aux 3 états quantiques (n, = 2,n, = 1,n, = 1), (ny = 1,0y =2,n, = 1),
(ne = 1,ny = 1,n, = 2). On appelle dégénerescence du niveau d’énergie E le nombre
d’état(s) quantique(s) d’énergie E. Ainsi la dégénerescence de 'état £ = 6Ey est donc 3.
L’état fondamental est par définition, I’état d’énergie la plus basse. Sa dégénerescence est
notée go. Toujours dans notre exemple, go = 1, correspondant a I'unique triplet (n, = 1,n, =
1,n, = 1) d’énergie la plus basse E = 3Ej.

1.2 Notion de microétat

Plagons nous maintenant au coeur de la matiere. Considérons donc un systeme composé
d’un nombre N de particules, qui peuvent étre des atomes ou des molécules. A notre échelle,
il est clair que le nombre N est tres grand, de 'ordre de grandeur du nombre d’Avogadro
N = 6,02.10%%. Comme il a été dit précédemment, chaque particule peut étre décrite
précisément par la donnée de ses nombres quantiques.

On appelle microétat du systeme la donnée des états de toutes les particules dans une
configuration donnée. Si les particules sont décrites par n nombres quantiques, il faut donc
n X N nombres pour définir un microétat. Pour une énergie E donnée, le systeme peut prendre
plusieurs configurations internes, et on note Q(E) le nombre de microétats accessibles par le
systeme pour une énergie totale F.

I.3 Notion de manque d’information

Pour un systéme composé de N particules, définissons une fonction I appelée manque
d’information. Cette fonction, comme son nom l'indique, est censée traduire le degré d’igno-
rance sur 1’état d’un systeme. Essayons de la construire tres intuitivement sur un exemple.
Soit un ensemble de N boites vides, et un objet caché dans une des N boites (choisie au
hasard, toutes les boites étant équiprobables). Alors:

— Si le nombre de boites M devient plus grand, soit M > N, on comprend que ’on sait
“encore moins” dans quelle boite se trouve I'objet. Ainsi on peut écrire:

I(M)>I(N) ¥V M>N (1.13)

— Si le nombre de boite vaut 1, alors on sait pertinemment que 'objet se trouve dans la
boite. Ainsi, le manque d’information est nul soit :

I(1) =0 (L14)

— Si chaque boite est divisée en M compartiments, I'information manquante est bien en-
tendu I(M N). Mais, il est intéressant de noter que, pour trouver 1’objet, on peut opérer
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en deux étapes: trouver d’abord la boite parmi les NN, puis trouver le compartiment
parmi les M. Il semble raisonnable de poser :

I(MN) = I(M)+I(N) (1.15)
La combinaison des équations (I.13), (I.14), (I1.15) conduit & la forme:

I(N) = ClogN (I.16)
c > 0 (I1.17)

On peut montrer ([Ngol]), par une démarche strictement analogue, que la généralisation de
I’équation (I.16) au cas ou les N boites ne sont plus équiprobables devient :

N

I(N) = —C) PilogP, (1.18)
=1

C > 0 (1.19)

ou P; est la probabilité que I'objet se trouve dans la boite 7. On peut noter que si toutes les

boites sont équiprobables, alors:

1
Fi= (1.20)

et on retrouve la formule (I.16). Pour un systéme réel composé de N particules (atomes ou
molécules), on définit 1’entropie d’information de Shannon par:

Q(E)
S(N)=—k > PlogP, (1.21)
i=1
(la somme opérant sur tous les microétats ¢ accessibles par le systéme, soit i = 1..Q(F)), ou
P; est la probabilité que le systeme soit dans le microétat i, et k la constante de Boltzmann.
Cette entropie d’information mesure donc le degré d’ignorance que 'on a sur le systeme. Les
microétats dépendent bien stir de I’énergie totale E' des N particules, et du volume V' qu’elles
occupent (pour s’en convaincre, remarquons que dans l’exemple (I.1), les niveaux d’énergies
dépendent de L, largeur de la boite). Ainsi, on retiendra:

S = S(E,V,N) (1.22)

Il est intéressant de noter que la définition formelle du concept d’entropie (équation (1.21))
a partir de la théorie de l'information conduit & une grandeur additive présentant une
dépendance avec les mémes grandeurs additives que la forme macroscopique issue de la ther-
modynamique. En effet, 'inversion de la relation fondamentale d’Euler (relation que nous
évoquerons plus en détail dans la suite) :

E(S,V,N) = T(S,V,N)S — P(S,V,N)V + u(S,V,N)N (1.23)

(ou T est la température, P la pression, p le potentiel chimique), meéne & la relation fonda-
mentale en représentation entropique:

1 P
S(EV.N) = ~(BV.N)E + —(EV.N)V - %(S,V,N)N (1.24)

C’est finalement le rapprochement des écritures (1.22) et (1.24) qui lie 'approche phénoménologique
a 'approche statistique.
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1.4 L’équilibre

Un calcul intéressant consiste a chercher la distribution des probabilités P; telles que
I’entropie S soit maximale. Bien entendu, ces probabilités sont assujetties a la condition de
normalisation :

2
H

P,=1 (1.25)

3
Il
—

ou, rappelons le, Q(F) est le nombre de microétats auxquels peut accéder le systeme. Il
faut donc maximiser S sous la contrainte (1.25). Pour y parvenir, on utilise la méthode des
multiplicateurs de Lagrange. Cette méthode consiste a chercher le maximum de la fonction :

(E) Q(E) Q(E)
F(PA)=S5=XDY_ Po—1)=-k > PylogP,—A(Y_ P,—1) (1.26)
n=1 n=1 n=1
Soit :
OF :
35 = —klogP;—k—X=0 V i=1.Q(F) (1.27)
QE)
OF
- = P,—1= I.2
T 0 (128)
Il vient : )
P, = exp(—— ) (1.29)
Et:
Q(E) Q(E)
k+ X k+ X
S P-1=0=% exp(—%)— :Q(E)exp(—%)—lz (1.30)
n=1 n=1
D’ou: .

On admet que 'extremum calculé est un maximum (ceci est dii au fait que k > 0). Ainsi, nous
avons montré que I’entropie d’information est maximale si tous les microétats acces-
sibles par le systéme sont équiprobables. On dit alors que le systeme est a ’équilibre.
Ce résultat constitue le premier postulat de la Mécanique Statistique. On définit 'entropie
de Boltzmann du systeme par la valeur de I’entropie statistique a 1’équilibre, soit :

S(E) = klogQ(FE) (1.32)

On définit également la température thermodynamique du systeme par ’équation :

; = (85 (1.33)

- 8_E) V,N
les indices V, N signifiant que les grandeurs V' et IV doivent étre constantes lors de la dérivation.

Tant que le systeme est a I’équilibre, cette température coincide avec la température dite ther-
mométrique, c’est a dire celle mesurée par un thermometre.




CHAPITRE I. RAPPEL DE MECANIQUE STATISTIQUE

I.5 Hypothese ergodique

Dans la matiere, les particules s’entrechoquent de maniere aléatoire. Cette agitation fait
que, au cours du temps, la matiere passe spontanément de certains microétats a d’autres.
Si on observe un systeme a 1’équilibre pendant un temps tres long, on doit trouver que le
temps passé dans chacun des microétats est le méme pour tous (c’est ce que nous avons
montré dans la section précédente). Pour effectuer des calculs en Mécanique Statistique, on
fait 'hypothese qu’au lieu de considérer un seul systéme et de suivre son évolution dans le
temps, on peut considérer un ensemble de systéemes a un instant donné.

Exemple 1.2 Soit un dé a 6 faces équiprobables. Considérons une suite de N lancers effectués
toutes les At = 10 secondes, et notons X la variable aléatoire “résultat du lancer” :

t=iAt 10203040 [50 | ... [N
XGEAt) 42151 ]...]6

Considérons maintenant ’expérience qui consiste a lancer N dés d’'un seul coup, a un instant
donné, et notons X; la variable aléatoire “résultat du i°™® dé” :

numérodu dé | 1123 (4|...| N
X; 412115 ...| 2

1l est clair que pour N grand, les résultats des deux expériences seront quasiment identiques :

X(iAt)=X; V i=1.N.

Pour les systemes macroscopiques, nous avons vu que le nombre de particules est de 'ordre
du nombre d’Avogadro, trés grand devant I'unité. L’approximation faite dans I'exemple (I1.2)
est donc raisonnable. Le second postulat de la Mécanique Statistique s’énonce donc: La
moyenne dans le temps d’une grandeur est égale a la moyenne de cette grandeur
prise sur un ensemble de systémes a un instant donné.

[.6 Valeurs moyennes et fluctuations

Comme un systeme accede, au cours du temps, a différents microétats, les grandeurs
physiques associées sont susceptibles de varier. Ces variations sont appelées fluctuations.
On définit la valeur moyenne (X) d’une grandeur X; (associé a un microétat i) la moyenne
temporelle de cette grandeur. D’apres le paragraphe précédent, cette moyenne correspond a
celle calculée sur tous les microétats accessibles au systeme :

Q(E)

(X)=> PX; (1.34)
=1

On peut montrer que pour un systeme comportant un grand nombre de particules, I'ordre de
grandeur de la variation relative d’une propriété thermodynamique X (comme la pression,
la température) est tres petite. Pour illustrer simplement ce propos, considérons un réseau
linéaire de N fermions, chacun étant supposé complétement décrit par un seul nombre quan-
tique : le nombre quantique de spin s,, dont les deux valeurs possibles (supposées équiprobables)
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sont +1/2 et —1/2. Un microétat possible de ce systeéme est donc donné par une suite de N
valeurs +1/2 et —1/2:

1 2 3 eev | v || N-2 | N-1 N (1.35)
5 S N S O VU SR S5 5 O S '
On définit le spin total .S, comme étant la somme de tous les spins:
N
S, = ZSZ (1.36)
i=1

Calculons la distribution de probabilité du spin total dans le cas N = 4. L’ensemble des
2V = 16 cas possibles est donné par le tableau suivant, ou les valeurs +1/2 et —1/2 ont été
notées + et —:

cas n°l (++++) | casn®5 (—+++) | casn®9 (++——) | casn°13 (—+ ——)
cas n°2 (++ +—) | cas n°6 (— —++) | cas n°10 (+ — +—) | cas n°14 (— — +—) (1.37)
cas n°3 (++ —+) | cas n°7 (— + —+) | cas n°1l (+ — —+) | cas n°15 (— — —+) |
casn°4 (+ —++) | casn®°8 (— ++—) | casn®12 (+ — ——) | cas n°16 (— — ——)
Le spin total prend donc les valeurs:
Valeur de S, Cas associés Nombre de réalisations possibles
-2 16 1
—1 12, 13, 14, 15 1
0 6,7,8,9, 10, 11 6 (1.38)
1 2,3,4,5 1
2 1 1

En divisant le nombre de réalisations possibles par le nombre total d’états accessibles par le
systeme (ici 16), on obtient les probabilités d’occurence pour toutes les valeurs du spin total :

Valeur du spin | Probabilité
T
) s
-l 3 1.39
1 ]
1
2 16

Ces valeurs ont été reportées sur le graphique de la figure (I.1).
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0.4

0351 N=4

0.251-

0.2r
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Fic. 1.1 — Distribution de probabilité pour les différentes valeurs du spin total pour N = 4

De maniere générale, si ny et n_ désignent respectivement le nombre de particules ayant
un spin positif et négatif, alors la probabilité d’avoir ny spins positifs (ou n_ spins négatifs)
s’écrit :

I\N
P(ny) = P(n_) =Cht (5) (1.40)
La valeur correspondante du spin total est:
ny  no _ng  (N-ny)
S T e S 141
5 =5 2 2 2 (L41)

Lorsque le nombre de particules N augmente, il est intéressant de noter que la courbe de la
figure (I.1)), représentation des équations (1.40) et (1.41) lorsque ny décrit l'intervalle 1..V,
reste centrée autour de la valeur moyenne (ici 0) mais devient de plus en plus “piquée”.
La figure (I.2) montre par exemple la distribution de probabilité du spin total pour 500
particules.

0.035
N =500
003 1
0.025} 1
002} 1
0.015 1

0.01 q

0.005 - S q
z

0 I I I I I I I I I
-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250

Fia. 1.2 — Distribution de probabilité pour les différentes valeurs du spin total pour N = 500
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La probabilité P(n.) que ny particules ait un spin positif, donnée par 1’équation (1.40),
décrit une courbe analogue a celle de la figure (I1.2), tracée dans la figure (1.3).

0.03

P N = 1000

0.025 4

0.015 q

<n >
+

0.005 An B
¥
n,

0 I I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fic. 1.3 — Distribution de probabilité des microétats pour N = 500

L’espérance et la variance de n sont données par les expressions usuelles d’une distribu-
tion binomiale ([Riel]):

N N

(ng) = 5 et (Ang)* = 1 (1.42)

La dispersion relative s’écrit donc:

A?’L+ 1

— = — (1.43)

(ny) VN
Pour N de l'ordre du nombre d’Avogadro N = 6.02.10%3, nous avons :

A

2N 10712 (L44)

(n4)

Nous voyons sur cet exemple que, dans ’ensemble des microétats accessibles par un systeme,
seule une infime partie a une probabilité non négligeable d’apparaitre au cours du temps.
Les grandeurs macroscopiques moyennes, définies par I’équation (I.34), sont donc elles aussi
extrémement concentrées autour de leur valeur la plus probable. On pourra retenir, pour
une grandeur macroscopique X de moyenne (X), de variation AX, et de distribution de

probabilité quelconque, le méme ordre de grandeur que dans ’équation (1.44), soit :
AX
=~ 10712 (1.45)
(X)

Par abus de notations, on notera parfois E la valeur moyenne de l'énergie (E), P la valeur
moyenne de la pression (P), etc...

1.7 Fonction de partition d’un systeme

Considérons maintenant un systéme dont on suppose ’énergie moyenne (E) connue. A
I’équilibre, nous avons vu que son entropie d’information doit étre maximale, compte tenu
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des deux contraintes retenues dans cet exposé:
— Normalisation des probabilités :

P,=1 (1.46)

— Définition de la valeur moyenne de I’énergie, compte tenu de la probabilité P; et de
I’énergie F; du microétat 7 :
> P.E, = (E) (1.47)

Comme précedemment, calculons I'extremum de ’entropie d’information, toujours avec la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Cherchons donc le maximum de la fonction:

Q(E) Q(E) Q(E)
F(PiAAg) = —k Y Pylog Py — Ai( Y Po—1) = Xa( ) PuE, — (E)) (1.48)
n=1 n=1 n=1

La condition d’extremum est clairement donnée par les conditions :

OF .

op, = 0V i=LN (1.49)
OF

_ I.

>y 0 (1.50)
OF

ot 151
% 0 (1.51)

Le calcul (analogue a celui de la section (I.4)) mene, a:

—klOgR—k—)\l—)\gEZ‘ZO (152)
Q(E)
P, =1 (1.53)
n=1
QE
P,E, = (E) (1.54)
n=1

L’équation (I1.52) permet d’écrire:

A A
P; = exp(—1— ?1) exp(—fEi) (1.55)
Compte tenu de (1.53), il vient:
A1 1
exp(—1— ?) = 2@ ;N (1.56)
2
nzz:l exp(—?En)
d’ou: . \
k= eXP(*fEi) (1.57)

10
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avec:

Q(E) A
7 = _2p 1.58
> el B (159)
Le multiplicateur de Lagrange A2 s’obtient par le calcul de ’entropie d’information de Shan-
non :
Q(E) Ao Q(E) Ao
S=—k P,log P, = k(log Z + — P.E,) =k(logZ + —(FE 1.59
; og (log +knz::1 ) = k(log Z + —-~(E)) (1.59)

Comme cette entropie d’information est maximale (c’est le but de notre calcul), elle peut
étre identifiée a 'entropie de Boltzmann. L’équation (I.59), associée a la définition (1.33) de
la température thermodynamique conduit a ’égalité :

oS 1
=~ =) 1.60
Finalement, on pourra donc retenir :
1 E;
avec :
Q(E) z
Z = —— 1.62
3 el (1.62)

La distribution de probabilités de I’équation (I.61) est appelée distribution de Gibbs.
Par définition, Z est appelée fonction de partition du systéme, ou somme d’états.
Elle joue un role tres important car nous allons voir que toutes les grandeurs thermodyna-
miques macroscopiques sont reliée a elle. Notons que cette fonction de partition dépend de
la température 7T', du nombre de particules N, et des niveaux d’énergies F; qui eux mémes
dépendent du volume et du nombre de particules N. On retiendra donc:

Z = Z(T,V,N) (163)

1.8 Lien entre fonction de partition et énergie

Par exemple, montrons le lien entre 1’énergie moyenne et la fonction de partition. Nous

avons :
QE) 1 &) _E
E) = PE; =—- ) E; — 1.64
)= % 7 2 Bew(yg) (1.64)
Or, il est intéressant de remarquer que:
Q(E) QE)
—F; 0 —F; 0z
Z Eiexp(—) = —k— exp( )= —k— (1.65)
i=1 kT 8% i=1 kT 8%
Ainsi nous avons : 1 97 Sloz Z
0g
E)y=—-k——=—k 1.66
B Z 0% O (160
Soit : Slog Z
E) = k72528 I.
(E) = b7 228 (1.67)
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CHAPITRE I. RAPPEL DE MECANIQUE STATISTIQUE

1.9 Lien entre fonction de partition et pression

De maniere équivalente, en définissant la pression élémentaire II; du microétat ¢ par:

OF;
i = _( ov )T,N (1.68)
La pression moyenne est la encore donnée par la formule :
Q(E) Q(E) QE)
1 OF; —F; kT 0 —F; kT 0Z
P) = BlIl; = —— = —— =— L.
) ; Ziz::l@VeXp(kT) ZaV;eXp(kT) zov 199
Soit : Dlos 7
og
P)=kT 1.70
(P) = bT5 (1.70)

I.10 Lien entre fonction de partition et potentiel chi-

mique

Comme précédemment, on définit le potentiel chimique p; du microétat ¢ par:
0FE;
i = (8N>VT (7
Le potentiel chimique moyen est donné par la formule:
Q(E) QE) Q(E)
1 OFE; —E; kKT 0 —F; kKT 0Z
W) ; . Zg:l(‘)NeXp(kT) Z&N;eXp(kT) Zon L7
Soit : D low 7
og
= —kT I.
(1) = (173)
I.11 Lien entre fonction de partition et entropie
La différentielle totale de log Z s’écrit :
dlog Z dlog Z Olog Z
log Z = T N 1.74
dlog 6Td % av + aNd (1.74)
Soit, compte tenu des équations (I1.67), (1.70), et (I.73) peut se réecrire:
_(B) (P) (1) e 1y, (P (1)
dlog Z = WdT + k—TdV — k—TdN = _<E>d(k_T) + k—TdV — k—TdN (1.75)
Or, nous avons :
(E), 1 1
a(;=) <E>d(kT> + () (L.76)
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I.12. PROBABILITE D’'OCCURENCE D'UN ETAT D’ENERGIE DONNEE

L’ajout de (1.75) et (I.76) meéne &:

(E), _ 1
d(log Z + kT) = kT(d<E> + (P)dV — (u)dN) (L.77)
Compte tenu de 'identité thermodynamique (admise ici) :

d(E) = TdS — (P)dV + (u)dN (L78)

I’équation (1.77) peut se réecrire sous la forme:

. (E)
dS = kd(log Z + kT) (I.79)
ce qui mene a:
S =k(log Z + @) +C (1.80)
kT

La constante C' s’obtient en évoquant le troisieme principe de la thermodynamique, qui
stipule que quand T tend vers 0, ’entropie doit tendre vers la valeur klogggp, ol go est
la dégénerescence de I'état fondamental. Quand la température T' tend vers 0, ’énergie du
systeme devient de plus en plus petite, et la matiere ne peut accéder qu’a I’état fondamental
d’énergie Fy. Rappelons que le nombre de microétats associé a cette énergie est gg. La fonction
de partition Z s’écrit donc :

E
Z=q0 exp(—R—%) (181)
Proche de T' = 0, 'entropie peut donc se réecrire :
S = k(log(go exp(—ﬁ)) + ﬁ) +C =kloggy+ C (1.82)

Pour respecter la limite & log go, la constante C' de I’équation (I1.80) doit étre nulle et :

S = k(log Z + <kET>) (1.83)

Nous voyons donc que la connaissance de la fonction de partition permet d’aboutir a I’énergie,
la pression, le potentiel chimique, et ’entropie.

I.12 Probabilité d’occurence d’un état d’énergie donnée

Cherchons la probabilité qu'un systeme a 1’équilibre d’énergie (E) accede & un état
d’énergie E. L’équation (1.83) peut se réecrire:

(E) =TS = —kTlog Z (1.84)

Le premier membre correspond exactement a la définition de I’énergie libre de Helmholtz :

(F)=(E) =TS (1.85)
Il vient donc: .
Z = exp(<kT>) (1.86)
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CHAPITRE I. RAPPEL DE MECANIQUE STATISTIQUE

D’apres la formule (1.61), la probabilité que le systeme soit dans le microétat i d’énergie F;

est: 1 B
La probabilité que le systeme ait ’énergie F; est donc donné par:
P(E;) = g;:P; = %exp( k:TZ) (1.88)

ou g; est la dégénérescence de I'état i. Quand N est tres grand, les niveaux d’énergie sont
infiniment petits devant I’énergie totale du systéme et on peut approximer la formule (I1.88)
par la formule:

Q(E) —FE
P(E) = > exp(k—T) (1.89)
ou Q(FE) est le nombre de microétats compris entre E et F + 0E. Comme nous avons :
S(E
S(E)=klogQ(E) = Q(F)=-exp (T) (1.90)
La probabilité que le systeme ait ’énergie E est donc donné par:
QE)  —-F Q(E) —E. expB) -E
P(E) = — )= —F — )= —F — [.91
() = =5 en(p) = S ) = Sl e(Gr) (1)
Comme 1'énergie libre est définie par F'= F(F) = E —TS(E), il vient:
exp(—2£7) AF
P(E) = 7{% = eXp(_k—T) (1.92)
exp(—7)

ou AF = F — (F) représente la variation d’énergie libre du systéme pour qu’il passe de
Péquilibre d’énergie (E) a I'état excité d’énergie E. Nous verrons dans la suite que cette
relation joue un role primordial dans la modélisation des temps de relaxation et du spectre
associé.

I.13 Ce qu’il faut retenir

Les principaux points a retenir :

— Dans la matiere, les particules élémentaires sont décrites a l’'aide de 1’équation de
Schrodinger, qui contient en elle-méme la dualité onde-corpuscule. Cette équation rend
compte d’une discrétisation de I’énergie en niveaux d’énergie.

— La donnée de tous les nombres quantiques des N particules qui constitue un systeme
forme un microétat.

— L’entropie d’information d’un systeme a 1’équilibre est la quantité:

Q(E)
S(N)=—k > PlogP; (1.93)
i=1

la somme opérant sur tous les microétats i accessibles par le systeme, ou P; est la
probabilité que le systeme soit dans le microétat 7, et k la constante de Boltzmann.

14



L.13. CE QU’IL FAUT RETENIR

Postulat 1 de la Mécanique Statistique : L’entropie d’information d’un systeme a
I’équilibre est maximale. Ceci revient a dire que tous les microétats sont équiprobables.
Postulat 2 de la Mécanique Statistique: La moyenne temporelle d'une grandeur
est égale a la moyenne de cette grandeur sur un ensemble de systemes a un instant
donné. Il s’agit de 'hypothese d’ergodicité propre a 1’équilibre.

La fonction de partition Z du systeme permet de retrouver toutes les grandeurs ther-
modynamiques classiques.

Les fluctuations des grandeurs thermodynamiques sont tellement faibles qu’elles ne sont
en général pas mesurables a notre échelle.

La probabilité que le systeme ait I’énergie E alors qu’il est a 1’équilibre a ’énergie (F)
vaut :

P(E) = exp(—%) (1.94)

ou AF = F — (F) représente la variation d’énergie libre associée.
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Chapitre 11

L’essentiel de 'approche DNLR

II.1 Axiomatique de Callen

La thermodynamique phénoménologique n’étudie que la traduction macroscopique des
échanges d’énergie a 1’échelle microscopique. Elle s’appuie sur une axiomatique précise fondée
sur l'entropie (ou de maniere équivalente sur ’énergie) (voir entre autres [Call]). Donnons
une idée de ces axiomes:

Pour tout systeme thermodynamique a 1’équilibre :

— il existe un jeu de n variables indépendantes 7 = {y; }, toutes extensives, dont la donnée
suffit a décrire complétement 1’état du systeme.

— il existe une fonction extensive F(7), appelée énergie interne, qui contient toute I'infor-
mation thermodynamique du systeme.

— DI'énergie est une grandeur conservée. Sa différentielle reste donc exacte au cours du
temps, et les conditions de Schwartz :

O’E  0’E

Iyidy;  0y;Oyi

(IL1)

sont valables a tout instant.

En Mécanique du Solide, on se restreint a trois formes d’énergie traduites par les trois exten-
sités:

— La déformation pondérée du volume Ve, traduisant I’énergie mécanique (la déformation
seule € n’est pas extensive, et ne peut donc pas étre prise comme véritable argument de
I’énergie interne). On fait ’hypotheése des petites perturbations, de sorte que la valeur
du volume V reste sensiblement égale a sa valeur en configuration initiale V.

— L’entropie S, traduisant I’énergie calorifique.
— Le nombre de moles du systeme N, traduisant 1’énergie chimique.

L’énergie interne £ = E(Ve,S,N) contient donc toute l'information sur le systeme (si le
systéme contient plusieurs constituants, alors il faut noter £ = E(Ve,S,Ny)).
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CHAPITRE II. L’ESSENTIEL DE L’APPROCHE DNLR

II.2 Conséquences des postulats

La définition méme de I'extensité stipule que si la taille du systeme est affectée d’un facteur
A, alors il en est de méme pour toutes les grandeurs extensives du systeme. Le premier axiome
de Callen mene donc a 1’égalité d’Euler :

E(A\VeASAN) = AE(Ve,S,N) ¥ A (I1.2)

La dérivation par rapport a A de I’équation (II.2) conduit a:

E E E
OVEASANIVE + PE Ve xS AN)S + PE (AWeASANIN = E(VESN) v A

I(Ve) oS ON
(IL3)
En particulier, pour A = 1, on obtient :
OFE OF OFE
N — N — N)N =F N 1.4
8(V€)(V€’S’ )We+ aS(Vf-:,S, )S + 8N(Vf-:,S, ) (Ve,S,N) (IL.4)
Soit :
E(Ve,SN)=0(Ve,SN)Ve+T(Ve,S,N)S + u(Ve,S,N)N (I1.5)
avec par définition :
(V SN)—ai(V S,N) la contrainte (1I1.6)
o(Ve,S, = o) e,s, ntrain :
OF .
T(Ve,S,N) = %(VE,S,N) la température (I1.7)
ok . ..
w(Ve,S,N) = a—N(Vs,S,N) le potentiel chimique (I1.8)

Ces variables sont intensives (on les appelle intensités), c’est a dire qu’elles ne changent
pas si la taille du systeme change. Elles sont totalement controlées par les variables Ve, S,
et N. Pour simplifier les notations, on omettra de noter cette dépendance. L’équation (IL.5)
s’appelle la relation fondamentale d’Euler, et contient toute 'information thermodyna-
mique sur le systeme. Les relations (I1.6), (I1.7) et (I1.8) constituent les équations d’état
du systeme. La donnée de ces trois relations est strictement équivalente a la donnée de la re-
lation fondamentale d’Euler. La différentiation de I’énergie E(Ve,S,N) constitue la relation
fondamentale de Gibbs:

dE = 0d(Ve) + TdS + pdN (I1.9)

La différentiation de I’équation (II.4) mene a:

a( oL >V5+d(8—E)S+d<8—E)N+< OB )d(Ve)+(a—E)dS+(a—E)dN

d(Ve) oS ON o(Ve) oS ON
= (I1.10)
oF OF oF
— — JdN
(8(V€>>d(V5) +(5g)ds + (5 )d
c’est a dire, apres simplification et introduction des intensités:
(Ve)do + SdT + Ndpu =0 (IL.11)
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I11.3. HYPOTHESES DU DNLR

Cette équation montre que les intensités ne sont pas libres de varier de maniere quelconque.
Il s’agit de la relation de Gibbs-Duhem, qui, couplée a la relation fondamentale de Gibbs,
constitue une véritable fondation de la thermodynamique. Notons que cette relation, moins
popularisée que celle de Gibbs, se trouve étre a la base méme des principes variationnels
fondés sur la thermodynamique.

I1.3 Hypotheses du DNLR

L’axiomatique précédente n’est censé décrire que les systemes a 1’équilibre. La stratégie
DNLR s’appuie sur le postulat suivant: la relation d’Euler reste valide pour les si-
tuations hors équilibre. La premiere conséquence de ce postulat est de prolonger la si-
gnification de I'entropie hors équilibre, quand bien méme elle n’a pas la méme signification
qu’a I’équilibre. L’entropie S est alors vue comme 'extensité associée a I’énergie calorifique.
D’autre part, pour que le potentiel énergie interne E continue d’exister hors de ’équilibre,
il convient de “remplacer” le jeu de variables usuel Ve, S, N par un jeu de variables plus
complet contenant des variables internes Zj, représentant 1’évolution irréversible de la micro-
structure. Pour bien comprendre, analysons plus précisément les variables N. Elles peuvent
se scinder en trois termes:

Ny = NP + Nf + Ni soit dNj = dNf + dN}. (I1.12)

ot N est le nombre de moles de I'espece k a linstant initial, N¢ (e comme “échange”) est le
nombre de mole échangé par le systeme avec le milieu extérieur, et IV, ,i (i comme “interne”)
le nombre de mole produit par les réactions chimiques au sein méme du systeme. On suppose
dans toute la suite que le systeme n’échange pas de matiere avec le milieu extérieur, soit
Nf = 0 (ce qui est le cas pour la plupart des expériences classiques: traction/compression
simple, relaxation,..etc..). Les variables N/ sont quant a elles données par:

Ni =D virg (IL13)
j

ou v est le coefficient stoeckiométrique de l'espece k dans la réaction j, et §; le degré
d’avancement de la réaction j. On se trouve donc ici dans le cadre de la réaction chimique
de De Donder.

Exemple I1.1 En guise d’illustration, considérons la combustion du méthane (supposée compléte)
par le diozygeéne. Si on chauffe suffisamment le méthane, initialement en équilibre stable avec
le diozygene, la réaction peut débuter, et &, degré d’avancement de la réaction, désigne le
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CHAPITRE II. L’ESSENTIEL DE L’APPROCHE DNLR

nombre de mole de dioxyde de carbone déja apparu a ['instant t :

Etat initial stable FEtat final stable

3 mol de CHy 3 mol de COq
6 mol de Oy 6 mol de HyO

T's (apport d’énergie calorifique)

U
CHy + 209 — COy + 2H50

t=0 3 6 0 0
t  3-¢ 6 —2¢ ¢ 2
t=0c0 0 0 3 6

Les nombres de moles des espéces H20 et C02 sont donc donnés par N}IQO =2¢ et N}}OQ =¢.

On appelle énergie d’activation d’une réaction I’énergie minimale a fournir pour que la
réaction puisse débuter. De maniere générale, un systéeme en équilibre peut parfois rejoindre
un autre état d’équilibre si on lui fournit de I’énergie. La figure (II.1) illustre ceci. En effet, si
I’énergie cinétique Fcg fournie a la bille est inférieure a la barriere de potentiel AE,, la bille
ne peut rejoindre 1’état métastable Fy et reste dans son état métastable Ej.

Fic. I1.1 — Une bille roulant sur un plan a l’approche d’une colline

En accord avec cette remarque, si on fournit suffissamment d’énergie a un systeme mécanique,

la configuration interne de la matiere est susceptible de changer. Le systeme n’étant plus a
I’équilibre, les probabilités de tous les microétats ne sont a priori plus les mémes, et certains
microétats vont étre privilégiés par rapport aux autres (ce sont bien entendu les plus pro-
bables). Le passage des microétats d’équilibre initialement stables (puis devenus instables)
vers des microétats stables correspond a une réorganisation interne de la matiere, qui peut étre
décrite par les outils de la réaction chimique. Les variables internes Zj, (rendues spécifiques)
introduites dans ’approche DNLR sont en fait les degrés d’avancement (sans dimension, soit
[Zj] = 1) de ces réactions. Elles sont fondamentalement extensives, car correspondantes aux
extensités IV, ,’C Les réactions associées ne sont pas toutes des réactions chimiques au sens
classique :

Reactify + Reactifs + ... — Produity + Produits + ... (I1.14)

ou les réactifs et les produits sont des éléments bien déterminés (comme C O3, H>0, etc...). En
effet, les stoeckiométries sont souvent mal définies. Ces réactions, ces réorganisations internes,
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I1.4. VARIABLES REDUITES

sont appellées des processus ou des modes.

Exemple I1.2 Considérons une mole de fer pur en équilibre a 900°C'. Sa structure cristalline
est de type cubique centrée, et on parle de fer en phase . At =0, on commence a chauffer
I’échantillon. Aux alentours de 960°C, la phase o devient instable et la matiére se “réarrange”
pour adopter une structure cristalline de type cubique faces centrée. Il s’agit de la phase ~.

T's (apport d’énergie calorifique)

U
, * * *
o« e -~ '.‘C’
. L ] . f.
Fe, — Fe,
t=20 1 0
t 1-Z Z
t =00 1-2, Zy

On note Z, la valeur finale de Z. Cette valeur sera commentée plus en détail dans la suite.

Les réactions chimiques dites “classiques” (dont la stoeckiométrie est parfaitement connue)
peuvent étre vues comme des cas particuliers de processus. Ainsi, toujours sous I’hypothese
Ni = 0, nous pourrons écrire:

E=E(\Ve,S,Z;) (I1.15)

La force thermodynamique A; associée a la variable interne Z; est appelée, selon la définition
de De Donder ([DeD1]), affinité généralisée :

oE

Ai(Ve,S,Z;) = —ﬁ(

V&,S,Zj) (11.16)
Les affinités sont liées aux potentiels chimiques par la relation :

Ai = Zyki,uk (1117)
k

I1.4 Variables réduites

Il est coutume, en pratique, de travailler avec des grandeurs spécifiques, c¢’est-a-dire ra-
menée au volume. Soit donc:

Ve S Zk E
5—7 S_V Zk—v G—V (1118)
Ainsi la relation :
E(Ve,S,Zy) =o(Ve,8,Zk)Ve + T(Ve,S,Z)S = > Ax(Ve,S,Zk) Z (I11.19)
k
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CHAPITRE II. L’ESSENTIEL DE L’APPROCHE DNLR

devient, apres division par le volume V :

e(e,s,zx) = o(e,s,2,)e + T'(g,s,21)8 — Z Ay (e,s,2x) 2k (11.20)
&

Il faut noter que les nouvelles variables spécifiques ¢,s,z; ne sont pas extensives, mais
qu’elles ne sauraient étre apparentées aux extensités thermodynamiques 7', o, et p.

I1.5 Les équations d’évolution

La dérivation des forces thermodynamiques qui constituent les équations d’états du systeme::

Oe
0(6,8,2]') = %(57372’]') (IIQI)
0
T(e,s,25) = —e(s,s,zj) (I1.22)
ds
0
—Ai(e,8,25) = —e(s,s,zj) (I1.23)
0z;
par rapport au temps mene au systeme d’équations:
(j: €ee  Cse  Eye €
T = €cs  €ss  Exs $ (I1.24)
—Ay, Cezp,  Cszp  Czpzp 2k

ou les indices désignent la dérivation partielle. Pour synthétiser les notations, on introduit
le vecteur § = (g,s)7 des variables controlées, Z = (z;) le vecteur des variables internes,
Y = (0,7)7 le vecteur des observables et A = (A;) le vecteur des affinités généralisées. Le
systeme peut donc se réécrire:

v at b 7
U [ Y (I1.25)
ol a = L& est appelée matrice de Tisza b= -2¢ matrice de couplage, et g = e
Jydy ’ Jyoz ) 0z0z

matrice de dissipation.

Au voisinage de I’équilibre, il est raisonnable de supposer ces trois matrices constantes.

I1.6 Notion d’état relaxé

En général, les intensités d’un systéme controlé par ses extensités maintenues constantes
evoluent spontanément de maniere a s’équilibrer avec cet environnement. Pour un systeme
mécanique décrit par une énergie e(e,s,z;), on définit I’état relaxé comme étant un état
de réorganisation interne stationnaire. Il correspond a une perte d’autonomie des réactions
chimiques qui deviennent alors totalement controlées par I'histoire du chargement. Pour s’en
convaincre, nous pouvons écrire :

Ni = N) + Nf + Nj. (11.26)
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IL.6. NOTION D’ETAT RELAXE

Les nombres de moles initiaux N, ,8 sont fixés par les conditions initiales du probleme, et les
nombres de moles échangés IN; sont quant a eux fixés par les conditions limites du probleme.
L’évolution des nombres de moles internes N/ est donnée par:

, t
Ni— / Viadt (IL.27)
0

Cette évolution est totalement libre jusqu’a la condition A; = 0.

Exemple I1.3 Soit une éprouvette de traction longitudinale, sur laquelle on impose un trajet
de déformation unidirectionnelle €(t) comme indiqué dans la figure (I1.2).

€

Fia. 11.2 — Courbe de relaxation de contrainte d’une éprouvette longitudinale

Deés que l'on bloque la déformation a un instant tg, la contrainte évolue spontanément
vers une constante oy, appelée contrainte relazée, pour laquelle les affinités vérifient A; =0 .
Cette constante o, dépent évidemment de l’état microstructural au moment ot 'on a blogué
la déformation. Ainsi, il faut retenir que o, dépend de Uhistoire du systéme. L’ étude du temps
caractéristique d’établissement de cet état relaxé constitue un étape trés importante dans la
stratégie DNLR.

Revenons au fait que ’état relaxé est caractérisé par la condition :

-

A =0 (11.28)

La deuxieme équation du systeme (I1.25) implique la relation :

_71:T;

- =

zZ =—g by (I1.29)
ot 'on remarque que les degrés d’avancement Z sont totalement controlés par les extensités
7. On peut réinjecter 1’équation (I1.29) dans la deuxieme équation de (I1.25) pour obtenir la

relation : '
A=-gF=-%") (I1.30)
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Les matrices intervenant dans I’équation (I1.32) étant constantes, on peut intégrer cette
équation entre 0 et ¢ sous la forme:

A—A00)=—-g(z—-2")+3(z—2")(0) (IT.31)
En supposant que:
A(0) = —3(z — 7)(0) (I1.32)
Il vient:
A= _G(z—7) (11.33)

On pourra préter une attention particuliere & la remarque suivante :

— Un état relaxé correspond a un état de réorganisation stationnaire. Il est caractérisé
par A= 0.
— Un état d’équilibre vérifie A =0 et A = 0.

I1.7 Loi cinétique

Lors d'une expérience, les variables internes z; n’ont pas le statut de variables controlables.
Elles sont le fruit d’une réaction de la matiére en réponse au chargement. Du point de vue
calculatoire, "examen du systéme d’équations (I1.25) montre que les inconnues (Y ,A,7) sont
en surnombre devant le nombre d’équations. Il convient donc de compléter les équations
constitutives par une loi de cinétique pour les variables internes. Une premiere approximation
est donnée par une cinétique linéaire :

z=LA (11.34)

ol les coefficients de la matrice L (constants, et symétriques conformément au théoreme
d’Onsager) sont les coefficients cinétiques. En combinant les équations (I1.34) et (I1.33),
il vient:

F=-7 Y(z-%) avec T ‘=1

(I1.35)

Qll

Les coefficients de la matrice 7 ainsi construite ont la dimension d'un temps. Les matrices
L et g étant symétriques, on montre qu’il est toujours possible de diagonaliser la matrice 7.
Nous retiendrons donc qu’il est toujours possible de découpler les processus d’évolution de
chaque variable interne et donc d’écrire:

> _ .
Zj T &

(I1.36)

Zi=—
J .
Tj

ou 7 (j*™° valeur propre de 7) est le temps de relaxation du processus j. Il correspond
physiquement au temps caractéristique de passage d'un état initialement métastable a un
autre état métastable lorsque la barriere d’énergie activation a été franchie. C’est donc le
temps caractéristique d’accomplissement des réactions chimiques évoquées dans ’exemple

(I1.2).
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I1.8. MODELISATION DES TEMPS DE RELAXATION

II.8 Modélisation des temps de relaxation

La modélisation des temps de relaxation est un point clef de I'approche DNLR. Comme
nous l’avons dit, lorsqu’on fournit de I’énergie a un systeme mécanique en équilibre, ’état
d’équilibre est excité, et il est possible (si on fournit suffisamment d’énergie) que la confi-
guration interne soit modifiée. On désigne par temps de relaxation du mode j (noté 7;) le
temps caractéristique d’établissement de 1’état final du mode j. On postule que ces temps de
relaxation sont définis par:

1
v;Pj

(11.37)

Tj =

ou v; est la fréquence de saut vers 1’état final j et P; la probabilité d’occurence de ce saut.
Voyons, sur une analogie, comment comprendre cette formule. Imaginons NN billes roulant sur
un plan au pied d’une colline. Si les directions des particules sont désordonnées, la probabilité
qu’elle franchisse la colline est faible et il faudra attendre longtemps avant que les N particules
ait franchi (voir la (Fig I1.3)).

F1G. 11.3 — Probabilité faible du passage de l’état 1 a l’état 2 (temps de relaxation grand))

En revanche, si toutes les particules ont des directions semblables, il faudra attendre moins
de temps pour qu’elles aient toutes franchi la colline (voir la (Fig I1.4)).

Fi1a. 1.4 — Probabilité haute du passage de l’état 1 a [’état 2 (temps de relaxation petit)

Cette remarque justifie la dépendance de 7; en 1/p;. De méme, si la fréquence de saut
vers le microétat j est grande, le temps de relaxation en sera d’autant plus petit et vice versa
(voir figures (Fig I1.5) et (Fig I1.6)).
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B
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F1a. 11.6 — Fréquence forte du passage de I'état 1 a l’état 2 (temps de relaxation petit)

Pour estimer la fréquence de saut élémentaire, supposée identique pour tous les modes
par souci de simplicité, soit v; = v, Cunat propose de retenir ’approximation de Guggenheim
pour un degré de liberté de translation ([Gugl]) définie par:

hvy =kT = vi=v=— (I1.38)

Bien entendu, la fréquence de saut d’un groupement de molécules peut différer de celle de
Guggenheim, et en particulier dépendre de la vitesse de sollicitation imposées aux limites.
Pour corriger cette fréquence, on pourra donc introduire un facteur de glissement a, dans
la relation (I1.38), et retenir:

1 . h

- =a,(Y,2)— 11.39

Calculons maintenant la probabilité P;. Nous avons vu, au chapitre précédent, que la
probabilité que le systeme passe d’un équilibre stable a un état excité d’énergie E vaut:

P(E) = exp(—— 11.40
(B) = exp(— ) (11.40)
ou AF est ’énergie libre a fournir pour parvenir a cet état. Comme la réaction chimique du
mode j nécessite le franchissement d’'une barriere d’énergie libre AF}, la probabilité P; que
la réaction j ait lieu est:

AF;
P; = exp(——) (IL41)

En accord avec les remarques précédentes, on pourra appeler AF; I’énergie libre d’activa-
tion du mode j. Ainsi, I"équation (I1.37) peut se réecrire:

. h AF;
Tj = ay (g,?)ﬁ eXp(nggj ) (1142)
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IL.9. CAS NON LINEAIRE

I1.9 Cas non linéaire

Jusqu’a présent, nous avons supposé que I'énergie d’activation AF} restait proche de sa
valeur a ’état relaxé. Si les sollicitations appliquées au systeme sont tres importantes (grande
déformation par exemple pour les polymeres), alors I’énergie d’activation AFj est susceptible
de dépendre du chargement, donc du temps. Pour affiner le modele, on développe cette énergie
libre au premier ordre:

AFJ’ (t) = AFj’T + A(AFJ (t)) (11.43)
ou AF}, est I'énergie libre d’activation de I'état relaxé. Pour le terme d’ordre 1, Cunat

a retenu par exemple un développement au premier ordre par rapport aux observables Y,
supposé (toujours dans un souci de simplicité) identique pour tous les modes:

A(AFj(t)) = AAF() =Ky - (Y - V) (IL.44)

ol Y, est le vecteur des observables & 1’état relaxé. Ainsi, les temps de relaxation de 1’équation
(I1.42) se réecrivent sous la forme:

. _h AF; .+ A(AF;(t h AF;, A(AF;(t
7y = a,(2) g exp( R RBIO)) B B oy BELO), o
(IL.45)
ou l'on a défini:
R h AF] r sps .

Tjir = al,(y,z)k—T exp( k:T7 ) le temps de référence du mode j (11.46)

(IL47)

A(AF; Ky (Y -Y,

a(t) = exp((ij(t))) = EXp((]-cT>) le facteur de glissement (11.48)

Ce facteur de glissement montre que ’ensemble du spectre {7;} est susceptible de dépendre
du chargement appliqué. On qualifie de linéaire un comportement pour lequel a(t) = 1.

On retiendra donc :

) (I1.49)

I1.10 Spectre de relaxation

Tous les processus de réorganisation interne n’ont pas la méme probabilité d’occurence.
La mesure de la contribution relative d’un mode a la réponse globale est donnée par un
poids que Cunat définit a l'aide de 1’écart type de la densité de probabilité associée a ce
mode. Examinons ceci sur un exemple simple. Soit une éprouvette uniaxiale initialement en
équilibre stable. A ¢ = 0, on charge cette éprouvette a température constante (égale a la
température ambiante) jusqu’a une déformation g, conformément a la figure (I1.7).
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F1a. 11.7 — Allure des évolutions de £(t) et z(t) en fonction du temps

On suppose que le temps tg mis pour atteindre la déformation ¢y est trés petit devant
l'ordre de grandeur du temps de relaxation du systeme, soit tg < 7, de sorte que ’on puisse
supposer que la microstructure reste figée de 0 a tg. Si on admet dans un premier temps 1
seul processus de réorganisation interne associé au degré d’avancement z, nous avons :

z = 2% = constante pour t € [0,to] (I1.50)

Au dela de l'instant tp, la microstructure évolue & déformation imposée (de = 0, et voir la
figure (II.7)) afin que la valeur de z minimise le potentiel énergie libre de Helmholtz (voir
[Mesl]). Ce retour a 1’équilibre stable (relaxé) peut étre vu comme la régression spontanée
d’une fluctuation d’entropie. Il se fait :

— sans échange d’énergie mécanique avec l'extérieur car de = 0.
— sans échange d’énergie thermique avec l'extérieur car on a supposé que la température
restait égale a la température ambiante.

L’éprouvette peut ainsi étre considérée comme un systeme isolé entre ¢t = ty et ¢ = o0, et
I'incrément d’entropie ds se réduit donc a l'incrément de production d’entropie interne ds;.
La relation fondamentale de Gibbs meéne donc a:

du = ode +Tds — Adz = Tds; — Adz =0 (I1.51)
On déduit facilement la production d’entropie :
dSZ' A dz
TS Taq (I1.52)

Nous avons vu que dans le cas de sollicitations voisines de 1’équilibre, la matrice de dissipation
g pouvait étre supposée constante. Conformément a 1’équation (I1.33), l'affinité peut donc
s’écrire :

A(z) = —g(z = 2") (I1.53)
avec g constant. L’entropie produite entre ¢ = ¢y et t = oo correspondant aux deux états
2z =20 et z = 2" sécrit donc:

_ [®dsi _ (" g Mo 90 2
AS; = . Ei/zo —T(z—z)dzf——(z — 2" (I1.54)

Nous avons vu au chapitre précédent que la probabilité de passage d’un état d’équilibre vers
un état excité pouvait s’écrire:

AF
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I1.10. SPECTRE DE RELAXATION

ou AF est la variation d’énergie libre entre les deux états. Cette derniere relation est a rap-

procher de la théorie des fluctuations d’Einstein, qui démontre, par inversion de la définition

de I'entropie de Shannon, que la probabilité P. d’une fluctuation 6z = z— 2" de la variable in-

terne z par rapport a I’état d’équilibre (ici I’état relaxé z = 2", la déformation étant imposée)

est donnée par:

AS;
k

ou AS; est la production d’entropie de cette fluctuation. Le rapprochement des relations
(IL.55) et (I1.56) se fait par 1'égalité:

P. = Kexp (I1.56)

AF = TAS; (IL57)

La constante K de I’équation (I1.56) est une constante de normalisation donnée par :

“+o00 .
/PE 1 = K :/ exp(%)d(zo _) (IT.58)

Compte tenu des relations (I1.54), (I1.56), et (IL.58), la densité de probabilité P. est une
gaussienne de moyenne 2" et d’écart type o, donnée par:

1 (ZO _ Zr)2

o, = Uk?T (I1.60)

En multipliant numérateur et dénominateur par le coefficient cinétique L, on fait apparaitre
le temps de relaxation 7 = (Lg)~! défini dans 1’équation (I1.35):

| kT [kKTL
0, =1/— =/ —— = constante X \/T (IL.61)
g Lg

La généralisation de cette étude simplifiée & n processus (z° et 2" deviennent des vecteurs
{29} et {z]}, et g devient une matrice g) se fait & I'aide des relations :

pP. =

ou o, vaut:

1 & .
AS; = o7 z;gjj(zg - Zj)2 (11.62)
]:
P. = K exp Aks ! (11.63)
oo +oo AS@ r r r
K= /_ 5 /_ exp (S22 — (2§ — )+ d() — =) (I.64)

On montre donc que chaque mode est caractérisé par une distribution de probabilité gaus-
sienne P/ portant sur le degré d’avancement z;, de moyenne z;-", et d’écart type o, :

Pj:;exp(—

11.65
!~ oo (I1.65)

(z? — z}")Q)

2
20%,
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La figure (II.8) montre un exemple d’évolution de ces densités.
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Fi1G. 1.8 — Distribution de probabilité P! du mode j

La probabilité que I’éprouvette rejoigne I’état d’équilibre a déformation imposée est donc
donnée par :

p.=]]P (11.66)

Notons que, comme les processus ont été découplés par diagonalisation de la matrice des
temps de relaxation 7, il est cohérent que la probabilité totale de transition soit le produit
des probabilités modales de transition.

La relation de proportionnalité entre écart type et racine du temps de relaxation est
relativement conforme a l’intuition: il semble en effet cohérent que plus le processus est
improbable, plus le temps de relaxation est grand et vice versa (voir les figures (I1.3) et
(IL.4)). Pour mesurer la contribution d’'un mode & la réponse globale du systeme, Cunat
propose de définir un poids p? a l'aide de I'écart type:

Oz (IL67)

n
S o
k=1

Py =

qui, compte tenu de la proportionnalité évoquée dans I’équation (II.61), peut se réecrire:

0_ VT (11.68)

La donnée d’une suite de temps de relaxation 7; associés a des poids p? constitue le spectre
de relaxation.
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I1.11. EXEMPLE DE LA TRACTION UNIAXIALE ISOTHERME

II.11 Exemple de la traction uniaxiale isotherme

En guise d’exemple, considérons une expérience de traction simple unidirectionnelle a
température constante (vitesse de déformation faible), soit T = 0, effectuée sur une éprouvette
en polymere (comportement non linéaire). Le potentiel énergie interne s’écrit donc:

n

e =e(e,s,2k) = o(e,s,2,)e + 1T'(e,s,21)s — Z Ai(e,s,zk)zi (I1.69)
i=1

(soyons conscients que I'étude est simplifiée car on controle en fait les contraintes sur les fa-
cettes de I'éprouvette et il faudrait, pour une étude complete, considérer un potentiel adéquat :
e(Oyy,022,Ex2,-..€tc)). D’un point de vue pratique, nous ne savons pas controler 'entropie, mais
plutot la température. Pour remédier a ce probleme, considérons une fonction f dont la valeur
vaut celle du potentiel énergie interne diminué de ’énergie thermique:

f:e—Ts:JE—ZAizi (I1.70)
i=1
La différentiation de f mene a 1’égalité:
df = edo + ode =Y zidA; = > Aidz; (TL.71)
i=1 i=1

Or, la relation de Gibbs-Duhem, conséquence de I'extensité de I’énergie, impose la condition
de liaison (voir la relation I1.11):

edo + sdT — Z zidA; =0 (I1.72)
i=1
Il vient donc:
df = ode — sdT =) Aidz (I11.73)
i=1

La nouvelle fonction f est appelée potentiel énergie libre de Helmholtz. Il est totalement
controlé par les variables e, T, et 2 :

f=feTz) (I1.74)

Le changement des variables de controle illustré par les équations ((I1.70),(I1.71),(11.72),(I1.73))
est appelé transformée de Legendre. On définit logiquement les forces thermodynamiques
(contrainte, opposé de l’entropie, et affinité) par:

o(e L) = Le) (I1.75)
s(eT) = 9 (e T,) (1L.76)
—Ak(e,Tz1) = g—i(E’T’Zk) (I1.77)
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Intéressons nous plus particulierement a I’évolution de la contrainte . Il vient, par dérivation
par rapport au temps et compte tenu du fait que T'=0:

f 0 Ny
=92t " aTa Z@zkﬁs = g2t 2 g (11.78)

(ot n est le nombre de modes). En supposant que les dérivées secondes sont constantes, on
définit les coeflicients:

O f . ,

E, = —5 le module instantané (IL.79)
0e?
>*f . . o

b = D les coefficients de couplage déformation/dissipation (11.80)
2k

L’équation (I1.78) peut donc se réecrire :

n
6 =Eé+ > by (I1.81)
k=1

Réecrivons cette équation a 1’état relaxé:

n
Gr = Eué + > bpziy (11.82)
k=1

La soustraction des équations (I1.81) et (I1.82) mene a I’égalité:
n
&= 0= bp(zk— ziy) (11.83)
Il est alors habile d’introduire les contraintes modales oy, telles que:
n
Z = (11.84)

de sorte que, compte tenu de I’équation (I1.83), nous pouvons identifier le terme en k des
deux sommes, et intégrer avec une constante nulle:

Ok — Ok = b (2 — Z/fﬂ“) (11.85)

Compte tenu de I’évolution des variables internes:

5 = —z’“%:’” (IL.86)
il vient :
il vien . oh— ohs s

Z = ————= .

: bk T
L’équation (I1.81) peut donc se réecrire:
o= Eué — Z Tk~ Thr (IL.88)
k=1 Tk
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I1.12. CE QU’IL FAUT RETENIR

Rappelons que les temps de relaxation sont donnés (dans le cas non linéaire, qui est justifié
pour les polymeres ou la déformation peut aller au dela de 40 pour cent, situation pour
laquelle on peut s’attendre a avoir des temps caractéristiques qui évoluent avec la déformation
imposée) par:

Ky (Y-

h AR, )
KT

Tk = av(§7z)ﬁ exp( kT

) exp( (I1.89)

Compte tenu de Y = (0,s), et en prenant en premiere approximation Ky = (K,0), il vient :

n

n
. . Ok — Ok,r . Ok — Ok,r
— E _ J — — _ II
g u€ Z = _\ h Aka KO—~(U—UT) u® Z Tk Ta(t) ( 90)
k=1 au(yaz)ﬁ exp( ET ) exp( KT ) k=1 %

Les poids introduit dans I’équation (I1.68) étant normalisés a 'unité:
n
dom=1 (IL.91)
k=1

on peut réécrire 1’équation (I11.90) de la fagon suivante:

n n n
6= op =3 PEs -3 T Tkr (IT.92)
k=1 k=1 (t)

k=1 Thrd

Les processus étant indépendants, on aboutit & I’équation d’évolution modale de la contrainte
Ok
Ok — Ok,r

k=1.. 11.93
Tk,ra(t) " ( )

. 0 .
Ok = pkEu5 -

I1.12 Ce qu’il faut retenir

Les points inportants :

— La thermodynamique classique repose sur une axiomatique précise: pour un systeme
thermodynamique a I’équilibre, il existe une fonction potentielle extensive E qui ne
dépend que des extensités du systeme. Cette fonction contient toute 'information sur
le systeme.

— L’approche DNLR consiste a prolonger 'existence du potentiel E' pour les situations
hors-équilibre. Le jeu de variables indépendantes est précisé par la mise en exergue
de variables de microstructure qui, hors équilibre, acquierent le statut de variables
indépendantes. L’évolution de la microstructure est traduite par n réactions chimiques
appelées modes ou processus, et les variables internes z; correspondent aux degrés
d’avancement réduit de ces réactions.

— L’état relaxé correspond a I’état stationnaire de réorganisation interne. Il est caractérisé
par la condition A = 0.

— Les variables internes n’ont pas le statut de variables controlables. Il est donc nécessaire
d’introduire une loi cinétique pour ces variables. Une premiere approximation est donnée
par la cinétique linéaire 7 = L - A.
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— Le temps de relaxation 7; correspond au temps caractéristique d’établissement de
I’équilibre dans la réaction j. On pose:

1
v; P;

T = (I1.94)
La mécanique statistique permet de formuler une écriture en terme d’énergie d’activa-
tion.

— Le spectre de relaxation retenu dans I’approche DNLR est défini par le poids associé a
chaque mode:

7j

L (I1.95)
>V
k=1

— En pratique, pour aborder un probléme, il faut toujours identifier les variables controlées.

La transformée de Legendre permet de trouver le potentiel qui s’écrit en fonction de
ces variables.
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Conclusion

L’approche DNLR s’appuie sur une généralisation de la relation de Gibbs pour les si-
tuations hors équilibre, concrétisée par un ajout de variables internes adéquates. Lorsque le
systeme intéragit avec son environnement, ces variables internes font naitre de maniere na-
turelle une réponse dissipative due a la réorganisation interne de la matiere.

Cette approche permet la description de nombreux systemes, et englobe les couplages entre

les divers phénomenes physiques comme la mécanique, la thermique, la chimie, I'electro-
magnétisme, ...etc...
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